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前    言 

计算机与网络已融入到了人们的日常学习、工作和生活之中，成为人们不可

或缺的助手和伙伴．计算机与网络的飞速发展完全改变了人们的学习、工作和生

活方式．智能化是计算机研究与开发的一个主要目标．近几十年来的实践表明，统

计机器学习方法是实现这一目标的最有效手段，尽管它还存在着一定的局限性． 

作者一直从事利用统计学习方法对文本数据进行各种智能性处理的研究，包

括自然语言处理、信息检索、文本数据挖掘．近 20 年来，这些领域发展之快，应

用之广，实在令人惊叹！可以说，统计机器学习是这些领域的核心技术，在这些

领域的发展及应用中起着决定性的作用． 

作者在日常的研究工作中经常指导学生，并在国内外一些大学及讲习班上多

次做过关于统计学习的报告和演讲．在这一过程中，同学们学习热情很高，希望

得到指导，这使作者产生了撰写本书的想法． 

国内外已出版了多本关于统计机器学习的书籍，比如，Hastie 等人的《统计

学习基础》．该书对统计学习的诸多问题有非常精辟的论述，但对初学者来说显

得有些深奥．统计学习范围甚广，一两本书很难覆盖所有问题．本书主要是面向

将统计学习方法作为工具的科研人员与学生，特别是从事信息检索、自然语言处

理、文本数据挖掘及相关领域的研究与开发的科研人员与学生． 

本书力求系统而详细地介绍统计学习的方法．在内容选取上，侧重介绍那些

最重要、最常用的方法，特别是关于分类与标注问题的方法．对其他问题及方法，

如聚类等，计划在今后的写作中再加以介绍．在叙述方式上，每一章讲述一种方

法，各章内容相对独立、完整；同时力图用统一框架来论述所有方法，使全书整

体不失系统性．读者可以从头到尾通读，也可以选择单个章节细读．对每一方法

的讲述力求深入浅出，给出必要的推导证明，提供简单的实例，使初学者易于掌

握方法的基本内容，领会方法的本质，并准确地使用方法．对相关的深层理论，

则仅予以简述．在每章后面，给出一些习题，介绍一些相关的研究动向和阅读材

料，列出参考文献，以满足读者进一步学习的需求．本书第 1 章简要叙述统计学

习方法的基本概念，最后一章对统计学习方法进行比较与总结．此外，在附录中

简要介绍一些共用的最优化理论与方法． 

本书可以作为统计机器学习及相关课程的教学参考书，适用于信息检索及自

然语言处理等专业的大学生、研究生． 

本书初稿完成后，田飞、王佳磊、武威、陈凯、伍浩铖、曹正、陶宇等人分

别审阅了全部或部分章节，提出了许多宝贵意见，对本书质量的提高有很大帮



前言 

 

IV 

助．在此向他们表示衷心的感谢．在本书写作和出版过程中，清华大学出版社的

责任编辑薛慧给予了很多帮助，在此特向她致谢． 

由于作者水平所限，书中难免有错误和不当之处，欢迎专家和读者给予批评

指正．来函请发至 ml-book-hangli@hotmail.com． 

 

 

李 航      
2011 年 4 月 23 日 
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符 号 表 

R              实数集 
nR             n维实数向量空间， n维欧氏空间 

H              希尔伯特空间 

X              输入空间 

Y              输出空间 

xX           输入，实例 

yY          输出，标记 

X             输入随机变量 

Y             输出随机变量 

1 1 2 2{( , ),( , ), ,( , )}N NT x y x y x y    训练数据集 

N                样本容量 

( , )i ix y              第 i 个训练数据点 
(1) (2) ( ) T( , , , )nx x x x             输入向量， n维实数向量 

( )j
ix                 输入向量 ix 的第 j 分量 

( ), ( )P X P Y              概率分布 

( , )P X Y               联合概率分布 

F                假设空间 

f F            模型，特征函数 

 , w            模型参数 
T

1 2( , , , )nw w w w             权值向量 

b                   偏置 

( )J f             模型的复杂度 

empR              经验风险或经验损失 

expR              风险函数或期望损失 

L                损失函数，拉格朗日函数 

               学习率 

1|| ||             1L 范数 

2|| || , || ||                   2L 范数 

( )x x                向量 x 与 x的内积 
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XIV 

( )H X , ( )H p            熵 

( | )H Y X           条件熵 

S               分离超平面 
T

1 2( , , , )n             拉格朗日乘子，对偶问题变量 

i                对偶问题的第 i 个变量 

( , )K x z              核函数 

sign( )x               符号函数 

I(x)              指示函数 

Z(x)             规范化因子 

 

 

 



 

 

第 1 章 统计学习方法概论 

本章简要叙述统计学习方法的一些基本概念．这是对全书内容的概括，也是

全书内容的基础．首先叙述统计学习的定义、研究对象与方法；然后叙述监督学

习，这是本书的主要内容；接着提出统计学习方法的三要素：模型、策略和算法；

介绍模型选择，包括正则化、交叉验证与学习的泛化能力；介绍生成模型与判别

模型；最后介绍监督学习方法的应用：分类问题、标注问题与回归问题． 

1.1 统 计 学 习 

1．统计学习的特点 

统计学习（statistical learning）是关于计算机基于数据构建概率统计模型并运

用模型对数据进行预测与分析的一门学科．统计学习也称为统计机器学习

(statistical machine learning）． 

统计学习的主要特点是：（1）统计学习以计算机及网络为平台，是建立在计

算机及网络之上的；（2）统计学习以数据为研究对象，是数据驱动的学科；（3）统

计学习的目的是对数据进行预测与分析；（4）统计学习以方法为中心，统计学习

方法构建模型并应用模型进行预测与分析；（5）统计学习是概率论、统计学、信

息论、计算理论、最优化理论及计算机科学等多个领域的交叉学科，并且在发展

中逐步形成独自的理论体系与方法论． 

赫尔伯特 西蒙（Herbert  A. Simon）曾对“学习”给出以下定义：“如果一个

系统能够通过执行某个过程改进它的性能，这就是学习．”按照这一观点，统计

学习就是计算机系统通过运用数据及统计方法提高系统性能的机器学习. 现在，当

人们提及机器学习时，往往是指统计机器学习． 

2．统计学习的对象 

统计学习的对象是数据（data）．它从数据出发，提取数据的特征，抽象出数

据的模型，发现数据中的知识，又回到对数据的分析与预测中去．作为统计学习

的对象，数据是多样的，包括存在于计算机及网络上的各种数字、文字、图像、

视频、音频数据以及它们的组合． 

统计学习关于数据的基本假设是同类数据具有一定的统计规律性，这是统计

学习的前提．这里的同类数据是指具有某种共同性质的数据，例如英文文章、互

联网网页、数据库中的数据等．由于它们具有统计规律性，所以可以用概率统计
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方法来加以处理．比如，可以用随机变量描述数据中的特征，用概率分布描述数

据的统计规律． 

在统计学习过程中，以变量或变量组表示数据．数据分为由连续变量和离散

变量表示的类型．本书以讨论离散变量的方法为主．另外，本书只涉及利用数据

构建模型及利用模型对数据进行分析与预测，对数据的观测和收集等问题不作 

讨论． 

3．统计学习的目的 

统计学习用于对数据进行预测与分析，特别是对未知新数据进行预测与分

析．对数据的预测可以使计算机更加智能化，或者说使计算机的某些性能得到提

高；对数据的分析可以让人们获取新的知识，给人们带来新的发现． 

对数据的预测与分析是通过构建概率统计模型实现的．统计学习总的目标就

是考虑学习什么样的模型和如何学习模型，以使模型能对数据进行准确的预测与

分析，同时也要考虑尽可能地提高学习效率． 

4．统计学习的方法 

统计学习的方法是基于数据构建统计模型从而对数据进行预测与分析．统计

学习由监督学习（supervised learning）、非监督学习（unsupervised learning）、半监

督学习（semi-supervised learning）和强化学习（reinforcement learning）等组成． 

本书主要讨论监督学习，这种情况下统计学习的方法可以概括如下：从给定

的、有限的、用于学习的训练数据（training data）集合出发，假设数据是独立同分

布产生的；并且假设要学习的模型属于某个函数的集合，称为假设空间（hypothesis 

space）；应用某个评价准则（evaluation criterion），从假设空间中选取一个最优的

模型，使它对已知训练数据及未知测试数据（test data）在给定的评价准则下有最

优的预测；最优模型的选取由算法实现．这样，统计学习方法包括模型的假设空

间、模型选择的准则以及模型学习的算法，称其为统计学习方法的三要素，简称

为模型（model）、策略（strategy）和算法（algorithm）． 

实现统计学习方法的步骤如下： 

（1）得到一个有限的训练数据集合； 

（2）确定包含所有可能的模型的假设空间，即学习模型的集合； 

（3）确定模型选择的准则，即学习的策略； 

（4）实现求解最优模型的算法，即学习的算法； 

（5）通过学习方法选择最优模型； 

（6）利用学习的最优模型对新数据进行预测或分析． 

本书以介绍统计学习方法为主，特别是监督学习方法，主要包括用于分类、标

注与回归问题的方法．这些方法在自然语言处理、信息检索、文本数据挖掘等领
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域中有着极其广泛的应用． 

5．统计学习的研究 

统计学习研究一般包括统计学习方法（statistical learning method）、统计学习

理论（statistical learning theory）及统计学习应用（application of statistical learning）

三个方面．统计学习方法的研究旨在开发新的学习方法；统计学习理论的研究在

于探求统计学习方法的有效性与效率，以及统计学习的基本理论问题；统计学习

应用的研究主要考虑将统计学习方法应用到实际问题中去，解决实际问题． 

6．统计学习的重要性 

近 20 年来，统计学习无论是在理论还是在应用方面都得到了巨大的发展，有

许多重大突破，统计学习已被成功地应用到人工智能、模式识别、数据挖掘、自

然语言处理、语音识别、图像识别、信息检索和生物信息等许多计算机应用领域

中，并且成为这些领域的核心技术．人们确信，统计学习将会在今后的科学发展

和技术应用中发挥越来越大的作用． 

统计学习学科在科学技术中的重要性主要体现在以下几个方面： 

（1）统计学习是处理海量数据的有效方法．我们处于一个信息爆炸的时代，

海量数据的处理与利用是人们必然的需求．现实中的数据不但规模大，而且常常

具有不确定性，统计学习往往是处理这类数据最强有力的工具． 

（2）统计学习是计算机智能化的有效手段．智能化是计算机发展的必然趋势，

也是计算机技术研究与开发的主要目标．近几十年来，人工智能等领域的研究表

明，利用统计学习模仿人类智能的方法，虽有一定的局限性，但仍然是实现这一

目标的最有效手段． 

（3）统计学习是计算机科学发展的一个重要组成部分．可以认为计算机科学

由三维组成：系统、计算、信息．统计学习主要属于信息这一维，并在其中起着

核心作用． 

1.2  监 督 学 习 

统计学习包括监督学习、非监督学习、半监督学习及强化学习．本书主要讨

论监督学习问题． 

监督学习（supervised learning）的任务是学习一个模型，使模型能够对任意

给定的输入，对其相应的输出做出一个好的预测（注意，这里的输入、输出是指

某个系统的输入与输出，与学习的输入与输出不同）．计算机的基本操作就是给

定一个输入产生一个输出，所以监督学习是极其重要的统计学习分支，也是统计

学习中内容最丰富、应用最广泛的部分． 
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1.2.1 基本概念 

1．输入空间、特征空间与输出空间 

在监督学习中，将输入与输出所有可能取值的集合分别称为输入空间（input 

space）与输出空间（output space）．输入与输出空间可以是有限元素的集合，也

可以是整个欧氏空间．输入空间与输出空间可以是同一个空间，也可以是不同的

空间；但通常输出空间远远小于输入空间． 

每个具体的输入是一个实例（instance），通常由特征向量（feature vector）表

示．这时，所有特征向量存在的空间称为特征空间（feature space）．特征空间的

每一维对应于一个特征．有时假设输入空间与特征空间为相同的空间，对它们不

予区分；有时假设输入空间与特征空间为不同的空间，将实例从输入空间映射到

特征空间．模型实际上都是定义在特征空间上的． 

在监督学习过程中，将输入与输出看作是定义在输入（特征）空间与输出空

间上的随机变量的取值．输入、输出变量用大写字母表示，习惯上输入变量写作

X，输出变量写作 Y．输入、输出变量所取的值用小写字母表示，输入变量的取

值写作 x ，输出变量的取值写作 y ．变量可以是标量或向量，都用相同类型字母

表示．除特别声明外，本书中向量均为列向量，输入实例 x的特征向量记作 

 (1) (2) ( ) ( ) T( , , , , , )i nx x x x x     

( )ix 表示 x 的第 i 个特征．注意， ( )ix 与 ix 不同，本书通常用 ix 表示多个输入变量

中的第 i 个，即 

 (1) (2) ( ) T( , , , )n
i i i ix x x x    

监督学习从训练数据（training data）集合中学习模型，对测试数据（test data）

进行预测．训练数据由输入（或特征向量）与输出对组成，训练集通常表示为 

 1 1 2 2{( , ),( , ), ,( , )}N NT x y x y x y    

测试数据也由相应的输入与输出对组成．输入与输出对又称为样本（sample）或

样本点． 

输入变量 X 和输出变量Y 有不同的类型，可以是连续的，也可以是离散的．人

们根据输入、输出变量的不同类型，对预测任务给予不同的名称：输入变量与输

出变量均为连续变量的预测问题称为回归问题；输出变量为有限个离散变量的预

测问题称为分类问题；输入变量与输出变量均为变量序列的预测问题称为标注 

问题． 
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2．联合概率分布 

监督学习假设输入与输出的随机变量 X 和 Y 遵循联合概率分布 ( , )P X Y . 

( , )P X Y 表示分布函数，或分布密度函数．注意，在学习过程中，假定这一联合

概率分布存在，但对学习系统来说，联合概率分布的具体定义是未知的．训练数

据与测试数据被看作是依联合概率分布 ( , )P X Y 独立同分布产生的．统计学习假

设数据存在一定的统计规律，X 和Y 具有联合概率分布的假设就是监督学习关于

数据的基本假设． 

3．假设空间 

监督学习的目的在于学习一个由输入到输出的映射，这一映射由模型来表

示．换句话说，学习的目的就在于找到最好的这样的模型．模型属于由输入空间

到输出空间的映射的集合，这个集合就是假设空间（hypothesis space）．假设空间

的确定意味着学习范围的确定． 

监督学习的模型可以是概率模型或非概率模型，由条件概率分布 ( | )P Y X 或

决策函数（decision function） ( )Y f X 表示，随具体学习方法而定．对具体的输

入进行相应的输出预测时，写作 ( | )P y x 或 ( )y f x ． 

1.2.2 问题的形式化 

监督学习利用训练数据集学习一个模型，再用模型对测试样本集进行预测

（prediction）．由于在这个过程中需要训练数据集，而训练数据集往往是人工给出

的，所以称为监督学习．监督学习分为学习和预测两个过程，由学习系统与预测系

统完成，可用图 1.1 来描述． 

 
图 1.1 监督学习问题 

首先给定一个训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中 ( , )i ix y ， 1,2, ,i N  ，称为样本或样本点． n
ix   R 是输入的观测值， 
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也称为输入或实例， iy  是输出的观测值，也称为输出． 

监督学习中，假设训练数据与测试数据是依联合概率分布 ( , )P X Y 独立同分

布产生的． 

在学习过程中，学习系统利用给定的训练数据集，通过学习（或训练）得到

一个模型，表示为条件概率分布 ˆ( | )P Y X 或决策函数 ˆ ( )Y f X ．条件概率分布
ˆ( | )P Y X 或决策函数 ˆ ( )Y f X 描述输入与输出随机变量之间的映射关系． 

在预测过程中，预测系统对于给定的测试样本集中的输入 1Nx  ，由模型

1
1 1 1

ˆarg max ( | )
N

N N N
y

y P y x


   或 1 1
ˆ ( )N Ny f x  给出相应的输出 1ny  ． 

在学习过程中，学习系统（也就是学习算法）试图通过训练数据集中的样本

( , )i ix y 带来的信息学习模型．具体地说，对输入 ix ，一个具体的模型 ( )y f x 可

以产生一个输出 ( )if x ，而训练数据集中对应的输出是 iy ，如果这个模型有很好

的预测能力，训练样本输出 iy 和模型输出 ( )if x 之间的差就应该足够小．学习系

统通过不断的尝试，选取最好的模型，以便对训练数据集有足够好的预测，同时

对未知的测试数据集的预测也有尽可能好的推广． 

1.3  统计学习三要素 

统计学习方法都是由模型、策略和算法构成的，即统计学习方法由三要素构

成，可以简单地表示为 

 方法＝模型＋策略＋算法 

下面论述监督学习中的统计学习三要素．非监督学习、强化学习也同样拥有

这三要素．可以说构建一种统计学习方法就是确定具体的统计学习三要素． 

1.3.1  模型 

统计学习首要考虑的问题是学习什么样的模型．在监督学习过程中，模型就

是所要学习的条件概率分布或决策函数．模型的假设空间（hypothesis space）包

含所有可能的条件概率分布或决策函数．例如，假设决策函数是输入变量的线性

函数，那么模型的假设空间就是所有这些线性函数构成的函数集合．假设空间中

的模型一般有无穷多个． 

假设空间用 表示．假设空间可以定义为决策函数的集合 

 { | ( )}f Y f X   (1.1) 

其中，X 和 Y 是定义在输入空间 和输出空间 上的变量．这时 通常是由一个

参数向量决定的函数族： 

 { | ( ), }nf Y f X   R  (1.2) 

参数向量 取值于 n 维欧氏空间 nR ，称为参数空间（parameter space）． 
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假设空间也可以定义为条件概率的集合 

 { | ( | )}P P Y X  (1.3) 

其中，X 和 Y 是定义在输入空间 和输出空间 上的随机变量．这时 通常是由

一个参数向量决定的条件概率分布族： 

 { | ( | ), }nP P Y X  R  (1.4) 

参数向量 取值于 n 维欧氏空间 nR ，也称为参数空间． 

本书中称由决策函数表示的模型为非概率模型，由条件概率表示的模型为概

率模型．为了简便起见，当论及模型时，有时只用其中一种模型． 

1.3.2  策略 

有了模型的假设空间，统计学习接着需要考虑的是按照什么样的准则学习或

选择最优的模型．统计学习的目标在于从假设空间中选取最优模型． 

首先引入损失函数与风险函数的概念．损失函数度量模型一次预测的好坏，

风险函数度量平均意义下模型预测的好坏． 

1．损失函数和风险函数 

监督学习问题是在假设空间 中选取模型 f 作为决策函数，对于给定的输入

X，由 ( )f X 给出相应的输出Y ，这个输出的预测值 ( )f X 与真实值Y 可能一致也

可能不一致，用一个损失函数（loss function）或代价函数（cost function）来度量

预测错误的程度．损失函数是 ( )f X 和Y的非负实值函数，记作 ( , ( ))L Y f X ． 

统计学习常用的损失函数有以下几种： 

（1）0-1 损失函数（0-1 loss function） 

 
1,     ( )

( , ( ))
0,    ( )

Y f X
L Y f X

Y f X


  

 (1.5) 

（2）平方损失函数（quadratic loss function） 

 2( , ( )) ( ( ))L Y f X Y f X   (1.6) 

（3）绝对损失函数（absolute loss function） 

 ( , ( )) | ( ) |L Y f X Y f X   (1.7) 

（4）对数损失函数（logarithmic loss function）或对数似然损失函数（log- 

likelihood loss function） 
 ( , ( | )) log ( | )L Y P Y X P Y X   (1.8) 
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损失函数值越小，模型就越好．由于模型的输入、输出 ( , )X Y 是随机变量，遵

循联合分布 ( , )P X Y ，所以损失函数的期望是 

 exp ( ) [ ( , ( ))] ( , ( )) ( , )d dPR f E L Y f X L y f x P x y x y


   
 (1.9) 

这是理论上模型 ( )f X 关于联合分布 ( , )P X Y 的平均意义下的损失，称为风险函数

（risk function）或期望损失（expected loss）． 

学习的目标就是选择期望风险最小的模型．由于联合分布 ( , )P X Y 是未知的，

exp ( )R f 不能直接计算．实际上，如果知道联合分布 ( , )P X Y ，可以从联合分布直

接求出条件概率分布 ( | )P Y X ，也就不需要学习了．正因为不知道联合概率分布，

所以才需要进行学习．这样一来，一方面根据期望风险最小学习模型要用到联合

分布，另一方面联合分布又是未知的，所以监督学习就成为一个病态问题

（ill-formed problem）． 

给定一个训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

模型 ( )f X 关于训练数据集的平均损失称为经验风险（empirical risk）或经验损失

（empirical loss），记作 empR ： 

 emp
1

1
( ) ( , ( ))

N

i i
i

R f L y f x
N 

   (1.10) 

期望风险 exp ( )R f 是模型关于联合分布的期望损失，经验风险 emp ( )R f 是模型

关于训练样本集的平均损失．根据大数定律，当样本容量 N 趋于无穷时，经验风

险 emp ( )R f 趋于期望风险 exp ( )R f ．所以一个很自然的想法是用经验风险估计期望

风险．但是，由于现实中训练样本数目有限，甚至很小，所以用经验风险估计期

望风险常常并不理想，要对经验风险进行一定的矫正．这就关系到监督学习的两

个基本策略：经验风险最小化和结构风险最小化． 

2．经验风险最小化与结构风险最小化 

在假设空间、损失函数以及训练数据集确定的情况下，经验风险函数式(1.10)

就可以确定．经验风险最小化（empirical risk minimization，ERM）的策略认为，

经验风险最小的模型是最优的模型．根据这一策略，按照经验风险最小化求最优

模型就是求解最优化问题： 

 min
f

 
1

1
( , ( ))

N

i i
i

L y f x
N 
  (1.11) 

其中， 是假设空间． 

当样本容量足够大时，经验风险最小化能保证有很好的学习效果，在现实中
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被广泛采用．比如，极大似然估计（maximum likelihood estimation）就是经验风

险最小化的一个例子．当模型是条件概率分布，损失函数是对数损失函数时，经

验风险最小化就等价于极大似然估计． 

但是，当样本容量很小时，经验风险最小化学习的效果就未必很好，会产生

后面将要叙述的“过拟合(over-fitting)”现象． 

结构风险最小化（structural risk minimization，SRM）是为了防止过拟合而提

出来的策略．结构风险最小化等价于正则化（regularization）．结构风险在经验风

险上加上表示模型复杂度的正则化项（regularizer）或罚项（penalty term）．在假

设空间、损失函数以及训练数据集确定的情况下，结构风险的定义是 

 srm
1

1
( ) ( , ( )) ( )

N

i i
i

R f L y f x J f
N




   (1.12) 

其中 ( )J f 为模型的复杂度，是定义在假设空间 上的泛函．模型 f 越复杂，复

杂度 ( )J f 就越大；反之，模型 f 越简单，复杂度 ( )J f 就越小．也就是说，复杂

度表示了对复杂模型的惩罚． 0≥ 是系数，用以权衡经验风险和模型复杂度．结

构风险小需要经验风险与模型复杂度同时小．结构风险小的模型往往对训练数据

以及未知的测试数据都有较好的预测． 

比如，贝叶斯估计中的最大后验概率估计（maximum posterior probability 

estimation，MAP）就是结构风险最小化的一个例子．当模型是条件概率分布、损

失函数是对数损失函数、模型复杂度由模型的先验概率表示时，结构风险最小化

就等价于最大后验概率估计． 

结构风险最小化的策略认为结构风险最小的模型是最优的模型．所以求最优

模型，就是求解最优化问题： 

 min
f

 
1

1
( , ( )) ( )

N

i i
i

L y f x J f
N




  (1.13) 

这样，监督学习问题就变成了经验风险或结构风险函数的最优化问题(1.11)

和(1.13)．这时经验或结构风险函数是最优化的目标函数． 

1.3.3  算法 

算法是指学习模型的具体计算方法．统计学习基于训练数据集，根据学习策

略，从假设空间中选择最优模型，最后需要考虑用什么样的计算方法求解最优模型． 

这时，统计学习问题归结为最优化问题，统计学习的算法成为求解最优化问

题的算法．如果最优化问题有显式的解析解，这个最优化问题就比较简单．但通

常解析解不存在，这就需要用数值计算的方法求解．如何保证找到全局最优解，

并使求解的过程非常高效，就成为一个重要问题．统计学习可以利用已有的最优



第 1 章 统计学习方法概论 

 

10 

化算法，有时也需要开发独自的最优化算法． 

统计学习方法之间的不同，主要来自其模型、策略、算法的不同．确定了模

型、策略、算法，统计学习的方法也就确定了．这也就是将其称为统计学习三要

素的原因． 

1.4  模型评估与模型选择 

1.4.1  训练误差与测试误差 

统计学习的目的是使学到的模型不仅对已知数据而且对未知数据都能有很

好的预测能力．不同的学习方法会给出不同的模型．当损失函数给定时，基于损

失函数的模型的训练误差（training error）和模型的测试误差（test error）就自然

成为学习方法评估的标准．注意，统计学习方法具体采用的损失函数未必是评估

时使用的损失函数．当然，让两者一致是比较理想的． 

假设学习到的模型是 ˆ ( )Y f X ，训练误差是模型 ˆ ( )Y f X 关于训练数据集

的平均损失： 

 emp
1

1ˆ ˆ( ) ( , ( ))
N

i i
i

R f L y f x
N 

   (1.14) 

其中 N 是训练样本容量． 

测试误差是模型 ˆ ( )Y f X 关于测试数据集的平均损失： 

 test
1

1 ˆ( , ( ))
N

i i
i

e L y f x
N






  (1.15) 

其中 N 是测试样本容量． 

例如，当损失函数是 0-1 损失时，测试误差就变成了常见的测试数据集上的

误差率（error rate） 

 test
1

1 ˆ( ( ))
N

i i
i

e I y f x
N





 
  (1.16) 

这里 I 是指示函数（indicator function），即 ˆ ( )y f x 时为 1，否则为 0. 

相应地，常见的测试数据集上的准确率（accuracy）为 

 test
1

1 ˆ( ( ))
N

i i
i

r I y f x
N





 
  (1.17) 

显然， 
 test test 1r e   

训练误差的大小，对判断给定的问题是不是一个容易学习的问题是有意义

的，但本质上不重要．测试误差反映了学习方法对未知的测试数据集的预测能力，

是学习中的重要概念．显然，给定两种学习方法，测试误差小的方法具有更好的
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预测能力，是更有效的方法．通常将学习方法对未知数据的预测能力称为泛化能

力（generalization ability），这个问题将在 1.6 节继续论述． 

1.4.2  过拟合与模型选择 

当假设空间含有不同复杂度（例如，不同的参数个数）的模型时，就要面临

模型选择（model selection）的问题．我们希望选择或学习一个合适的模型．如果

在假设空间中存在“真”模型，那么所选择的模型应该逼近真模型．具体地，所

选择的模型要与真模型的参数个数相同，所选择的模型的参数向量与真模型的参

数向量相近． 

如果一味追求提高对训练数据的预测能力，所选模型的复杂度则往往会比真

模型更高．这种现象称为过拟合（over-fitting）．过拟合是指学习时选择的模型所

包含的参数过多，以致于出现这一模型对已知数据预测得很好，但对未知数据预

测得很差的现象．可以说模型选择旨在避免过拟合并提高模型的预测能力． 

下面，以多项式函数拟合问题为例，说明过拟合与模型选择．这是一个回归

问题． 

例 1.1  假设给定一个训练数据集①： 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y    

其中， ix R 是输入 x的观测值， iy R 是相应的输出 y 的观测值， 1,2, ,i N  ．多

项式函数拟合的任务是假设给定数据由 M 次多项式函数生成，选择最有可能产生

这些数据的 M 次多项式函数，即在 M 次多项式函数中选择一个对已知数据以及

未知数据都有很好预测能力的函数． 

假设给定如图 1.2 所示的 10 个数据点，用 0～9 次多项式函数对数据进行拟

合．图中画出了需要用多项式函数曲线拟合的数据． 

设 M 次多项式为 

 2
0 1 2

0

( , )
M

M j
M M j

j

f x w w w x w x w x w x


        

式中 x是单变量输入， 0 1, , , Mw w w 是 1M  个参数． 

解决这一问题的方法可以是这样的．首先确定模型的复杂度，即确定多项式

的次数；然后在给定的模型复杂度下，按照经验风险最小化的策略，求解参数，

即多项式的系数，具体地，求以下经验风险最小化： 

 2

1

1
( ) ( ( , ) )

2

N

i i
i

L w f x w y


   (1.18) 

                                                        
① 本例来自参考文献[3]． 
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图 1.2 M 次多项式函数拟合问题的例子 

这时，损失函数为平方损失，系数
1

2
是为了计算方便． 

这是一个简单的最优化问题．将模型与训练数据代入式(1.18)中，有 

 

2

1 0

1
( )

2

N M
j

j i i
i j

L w w x y
 

 
  

 
   

对 jw 求偏导数并令其为 0，可得 

 1

1

1

N
j

i i
i

j N
j

i
i

x y
w

x











， 0,1,2, ,j M   

于是求得拟合多项式系数 0 1, , , Mw w w   ． 

图 1.2 给出了 0M  ， 1M  ， 3M  及 9M  时多项式函数拟合的情况．如

果 0M  ，多项式曲线是一个常数，数据拟合效果很差．如果 1M  ，多项式曲

线是一条直线，数据拟合效果也很差．相反，如果 9M  ，多项式曲线通过每个

数据点，训练误差为 0．从对给定训练数据拟合的角度来说，效果是最好的．但

是，因为训练数据本身存在噪声，这种拟合曲线对未知数据的预测能力往往并不

是最好的，在实际学习中并不可取．这时过拟合现象就会发生．这就是说，模型

选择时，不仅要考虑对已知数据的预测能力，而且还要考虑对未知数据的预测能
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力．当 3M  时，多项式曲线对训练数据拟合效果足够好，模型也比较简单，是

一个较好的选择． ■ 

在多项式函数拟合中可以看到，随着多项式次数（模型复杂度）的增加，训

练误差会减小，直至趋向于 0，但是测试误差却不如此，它会随着多项式次数（模

型复杂度）的增加先减小而后增大．而最终的目的是使测试误差达到最小．这样，

在多项式函数拟合中，就要选择合适的多项式次数，以达到这一目的．这一结论

对一般的模型选择也是成立的． 

图 1.3 描述了训练误差和测试误差与模型的复杂度之间的关系．当模型的复

杂度增大时，训练误差会逐渐减小并趋向于 0；而测试误差会先减小，达到最小值

后又增大．当选择的模型复杂度过大时，过拟合现象就会发生．这样，在学习时就

要防止过拟合，进行最优的模型选择，即选择复杂度适当的模型，以达到使测试误

差最小的学习目的．下面介绍两种常用的模型选择方法：正则化与交叉验证． 

 
图 1.3 训练误差和测试误差与模型复杂度的关系 

1.5 正则化与交叉验证 

1.5.1  正则化 

模型选择的典型方法是正则化（regularization）．正则化是结构风险最小化策

略的实现，是在经验风险上加一个正则化项（regularizer）或罚项(penalty term)．正

则化项一般是模型复杂度的单调递增函数，模型越复杂，正则化值就越大．比如，

正则化项可以是模型参数向量的范数． 

正则化一般具有如下形式： 

 min
f

 
1

1
( , ( )) ( )

N

i i
i

L y f x J f
N




  (1.19) 

其中，第 1 项是经验风险，第 2 项是正则化项， 0≥ 为调整两者之间关系的系数． 
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正则化项可以取不同的形式．例如，回归问题中，损失函数是平方损失，正

则化项可以是参数向量的 2L 范数： 

 2 2

1

1
( ) ( ( ; ) ) || ||

2

N

i i
i

L w f x w y w
N




    

这里， || ||w 表示参数向量 w的 2L 范数． 

正则化项也可以是参数向量的 1L 范数： 

 2
1

1

1
( ) ( ( ; ) ) || ||

N

i i
i

L w f x w y w
N




     

这里， 1|| ||w 表示参数向量 w 的 1L 范数． 

第 1 项的经验风险较小的模型可能较复杂（有多个非零参数），这时第 2 项的

模型复杂度会较大．正则化的作用是选择经验风险与模型复杂度同时较小的模型． 

正则化符合奥卡姆剃刀(Occam’s razor)原理．奥卡姆剃刀原理应用于模型选

择时变为以下想法：在所有可能选择的模型中，能够很好地解释已知数据并且十

分简单才是最好的模型，也就是应该选择的模型．从贝叶斯估计的角度来看，正

则化项对应于模型的先验概率．可以假设复杂的模型有较小的先验概率，简单的

模型有较大的先验概率． 

1.5.2  交叉验证 

另一种常用的模型选择方法是交叉验证(cross validation)． 

如果给定的样本数据充足，进行模型选择的一种简单方法是随机地将数据集

切分成三部分，分别为训练集（training set）、验证集(validation set)和测试集(test 

set)．训练集用来训练模型，验证集用于模型的选择，而测试集用于最终对学习

方法的评估．在学习到的不同复杂度的模型中，选择对验证集有最小预测误差的

模型．由于验证集有足够多的数据，用它对模型进行选择也是有效的． 

但是，在许多实际应用中数据是不充足的．为了选择好的模型，可以采用交

叉验证方法．交叉验证的基本想法是重复地使用数据；把给定的数据进行切分，将

切分的数据集组合为训练集与测试集，在此基础上反复地进行训练、测试以及模

型选择． 

1．简单交叉验证 

简单交叉验证方法是：首先随机地将已给数据分为两部分，一部分作为训练

集，另一部分作为测试集（例如，70%的数据为训练集，30%的数据为测试集）；然

后用训练集在各种条件下（例如，不同的参数个数）训练模型，从而得到不同的

模型；在测试集上评价各个模型的测试误差，选出测试误差最小的模型．
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2．S 折交叉验证 

应用最多的是 S 折交叉验证（S-fold cross validation），方法如下：首先随机地

将已给数据切分为 S 个互不相交的大小相同的子集；然后利用 1S  个子集的数据

训练模型，利用余下的子集测试模型；将这一过程对可能的 S 种选择重复进行；最

后选出 S 次评测中平均测试误差最小的模型． 

3．留一交叉验证 

S 折交叉验证的特殊情形是 S N ，称为留一交叉验证（leave-one-out cross 

validation），往往在数据缺乏的情况下使用．这里，N 是给定数据集的容量． 

1.6  泛 化 能 力 

1.6.1  泛化误差 

学习方法的泛化能力（generalization ability）是指由该方法学习到的模型对

未知数据的预测能力，是学习方法本质上重要的性质．现实中采用最多的办法是

通过测试误差来评价学习方法的泛化能力．但这种评价是依赖于测试数据集

的．因为测试数据集是有限的，很有可能由此得到的评价结果是不可靠的．统计

学习理论试图从理论上对学习方法的泛化能力进行分析． 

首先给出泛化误差的定义．如果学到的模型是 f̂ ，那么用这个模型对未知数

据预测的误差即为泛化误差（generalization error） 

 exp
ˆ ˆ ˆ( ) [ ( , ( ))] ( , ( )) ( , )d dPR f E L Y f X L y f x P x y x y


   

 (1.20) 

泛化误差反映了学习方法的泛化能力，如果一种方法学习的模型比另一种方法学

习的模型具有更小的泛化误差，那么这种方法就更有效．事实上，泛化误差就是

所学习到的模型的期望风险． 

1.6.2  泛化误差上界 

学习方法的泛化能力分析往往是通过研究泛化误差的概率上界进行的，简称

为泛化误差上界（generalization error bound）．具体来说，就是通过比较两种学习方

法的泛化误差上界的大小来比较它们的优劣．泛化误差上界通常具有以下性质：它

是样本容量的函数，当样本容量增加时，泛化上界趋于 0；它是假设空间容量

（capacity）的函数，假设空间容量越大，模型就越难学，泛化误差上界就越大． 

下面给出一个简单的泛化误差上界的例子：二类分类问题的泛化误差上界． 

考虑二类分类问题．已知训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，它是
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从联合概率分布 ( , )P X Y 独立同分布产生的， nX R ， { 1, 1}Y    ．假设空间是

函数的有限集合 1 2{ , , , }df f f  ，d 是函数个数．设 f 是从 中选取的函数．损

失函数是 0-1 损失．关于 f 的期望风险和经验风险分别是 

 ( ) [ ( , ( ))]R f E L Y f X  (1.21) 

 
1

1ˆ( ) ( , ( ))
N

i i
i

R f L y f x
N 

   (1.22) 

经验风险最小化函数是 

 ˆarg min ( )N f
f R f





 (1.23) 

人们更关心的是 Nf 的泛化能力 

 ( ) [ ( , ( ))]N NR f E L Y f X  (1.24) 

下面讨论从有限集合 1 2{ , , , }df f f  中任意选出的函数 f 的泛化误差上界． 

定理 1.1（泛化误差上界）  对二类分类问题，当假设空间是有限个函数的集

合 1 2{ , , , }df f f  时，对任意一个函数 f  ，至少以概率1  ，以下不等式

成立： 

 ˆ( ) ( ) ( , , )R f R f d N ≤  (1.25) 

其中， 
1 1

( , , ) log log
2

d N d
N

 


   
 

 (1.26) 

不等式(1.25)左端 ( )R f 是泛化误差，右端即为泛化误差上界．在泛化误差上

界中，第 1 项是训练误差，训练误差越小，泛化误差也越小．第 2 项 ( , , )d N  是

N 的单调递减函数，当 N 趋于无穷时趋于 0；同时它也是 log d 阶的函数，假设

空间 包含的函数越多，其值越大． 

证明 在证明中要用到 Hoeffding 不等式，先叙述如下． 

设
1

n

n i
i

S X


  是独立随机变量 1 2, , , nX X X 之和， [ , ]i i iX a b ，则对任意 0t  ，

以下不等式成立： 

 
2

2

1

2
( ) exp

( )
n n n

i ii

t
P S ES t

b a


  
  

≥ ≤  (1.27) 

 
2

2

1

2
( ) exp

( )
n n n

i ii

t
P ES S t

b a


  
  

≥ ≤  (1.28) 

对任意函数 f  ，̂ ( )R f 是N个独立的随机变量 ( , ( ))L Y f X 的样本均值， ( )R f
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是随机变量 ( , ( ))L Y f X 的期望值．如果损失函数取值于区间[0,1]，即对所有 i，[ , ]i ia b  

[0,1], 那么由 Hoeffding 不等式 (1.28) 不难得知，对 0  ，以下不等式成立： 

 2ˆ( ( ) ( ) ) exp( 2 )P R f R f N  ≥ ≤   

由于 1 2{ , , , }df f f  是一个有限集合，故 

 

2

ˆ ˆ( :  ( ) ( ) ) ( { ( ) ( ) })

ˆ( ( ) ( ) )

exp( 2 )

f

f

P f R f R f P R f R f

P R f R f

d N

 









    







≥ ≥

≤ ≥

≤







 

或者等价的，对任意 f ，有 

 2ˆ( ( ) ( ) ) 1 exp( 2 )P R f R f d N    ≥  

令 2exp( 2 )d N    (1.29) 

则 ˆ( ( ) ( ) ) 1P R f R f    ≥  

即至少以概率1  有 ˆ( ) ( )R f R f   ，其中 由式 (1.29) 得到，即为式 (1.26)． 

 ■ 

从泛化误差上界可知， 

 ˆ( ) ( ) ( , , )N NR f R f d N ≤   

其中， ( , , )d N  由式 (1.26) 定义， Nf 由式 (1.23) 定义．这就是说，训练误差小

的模型，其泛化误差也会小． 

以上讨论的只是假设空间包含有限个函数情况下的泛化误差上界，对一般的

假设空间要找到泛化误差界就没有这么简单，这里不作介绍． 

1.7  生成模型与判别模型 

监督学习的任务就是学习一个模型，应用这一模型，对给定的输入预测相应

的输出．这个模型的一般形式为决策函数： 
 ( )Y f X  

或者条件概率分布： 
 ( | )P Y X  

监督学习方法又可以分为生成方法（generative approach）和判别方法
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（discriminative approach）．所学到的模型分别称为生成模型（generative model）

和判别模型（discriminative model）． 

生成方法由数据学习联合概率分布 ( , )P X Y ，然后求出条件概率分布 ( | )P Y X

作为预测的模型，即生成模型： 

 
( , )

( | )
( )

P X Y
P Y X

P X
  

这样的方法之所以称为生成方法，是因为模型表示了给定输入 X 产生输出Y 的生

成关系．典型的生成模型有：朴素贝叶斯法和隐马尔可夫模型，将在后面章节进

行相关讲述． 

判别方法由数据直接学习决策函数 ( )f X 或者条件概率分布 ( | )P Y X 作为预

测的模型，即判别模型．判别方法关心的是对给定的输入 X，应该预测什么样的输

出Y．典型的判别模型包括：k 近邻法、感知机、决策树、逻辑斯谛回归模型、最

大熵模型、支持向量机、提升方法和条件随机场等，将在后面章节讲述． 

在监督学习中，生成方法和判别方法各有优缺点，适合于不同条件下的学习

问题． 

生成方法的特点：生成方法可以还原出联合概率分布 ( , )P X Y ，而判别方法

则不能；生成方法的学习收敛速度更快，即当样本容量增加的时候，学到的模型

可以更快地收敛于真实模型；当存在隐变量时，仍可以用生成方法学习，此时判

别方法就不能用． 

判别方法的特点：判别方法直接学习的是条件概率 ( | )P Y X 或决策函数

( )f X ，直接面对预测，往往学习的准确率更高；由于直接学习 ( | )P Y X 或 ( )f X ，可

以对数据进行各种程度上的抽象、定义特征并使用特征，因此可以简化学习问题． 

1.8 分 类 问 题 

分类是监督学习的一个核心问题．在监督学习中，当输出变量Y 取有限个离散

值时，预测问题便成为分类问题．这时，输入变量 X 可以是离散的，也可以是连续

的．监督学习从数据中学习一个分类模型或分类决策函数，称为分类器（classifier）. 

分类器对新的输入进行输出的预测（prediction），称为分类（classification）．可

能的输出称为类（class）．分类的类别为多个时，称为多类分类问题．本书主要

讨论二类分类问题． 

分类问题包括学习和分类两个过程．在学习过程中，根据已知的训练数据集

利用有效的学习方法学习一个分类器；在分类过程中，利用学习的分类器对新的

输入实例进行分类．分类问题可用图 1.4 描述．图中 1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , )N Nx y x y x y 是

训练数据集，学习系统由训练数据学习一个分类器 ( | )P Y X 或 ( )Y f X ；分类系
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统通过学到的分类器 ( | )P Y X 或 ( )Y f X 对于新的输入实例 1Nx  进行分类，即预

测其输出的类标记 1Ny  ． 

 
图 1.4  分类问题 

评价分类器性能的指标一般是分类准确率（accuracy），其定义是：对于给定

的测试数据集，分类器正确分类的样本数与总样本数之比．也就是损失函数是 0-1

损失时测试数据集上的准确率（见公式 (1.17)）． 

对于二类分类问题常用的评价指标是精确率（precision）与召回率（recall）．通

常以关注的类为正类，其他类为负类，分类器在测试数据集上的预测或正确或不

正确，4 种情况出现的总数分别记作： 

TP——将正类预测为正类数； 

FN——将正类预测为负类数； 

FP——将负类预测为正类数； 

TN——将负类预测为负类数． 

精确率定义为 

 
TP

P
TP FP




 (1.30) 

召回率定义为 

 
TP

R
TP FN




 (1.31) 

此外，还有 1F 值，是精确率和召回率的调和均值，即 

 
1

2 1 1

F P R
   (1.32) 

 1

2

2

TP
F

TP FP FN


 
 (1.33) 

精确率和召回率都高时， 1F 值也会高． 

许多统计学习方法可以用于分类，包括 k 近邻法、感知机、朴素贝叶斯法、决

策树、决策列表、逻辑斯谛回归模型、支持向量机、提升方法、贝叶斯网络、神
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经网络、Winnow 等．本书将讲述其中一些主要方法． 

分类在于根据其特性将数据“分门别类”，所以在许多领域都有广泛的应

用．例如，在银行业务中，可以构建一个客户分类模型，对客户按照贷款风险的

大小进行分类；在网络安全领域，可以利用日志数据的分类对非法入侵进行检测；

在图像处理中，分类可以用来检测图像中是否有人脸出现；在手写识别中，分类

可以用于识别手写的数字；在互联网搜索中，网页的分类可以帮助网页的抓取、索

引与排序． 

举一个分类应用的例子——文本分类(text classification)．这里的文本可以是

新闻报道、网页、电子邮件、学术论文等．类别往往是关于文本内容的，例如政

治、经济、体育等；也有关于文本特点的，如正面意见、反面意见；还可以根据

应用确定，如垃圾邮件、非垃圾邮件等．文本分类是根据文本的特征将其划分到已

有的类中．输入是文本的特征向量，输出是文本的类别．通常把文本中的单词定义

为特征，每个单词对应一个特征．单词的特征可以是二值的，如果单词在文本中

出现则取值是 1，否则是 0；也可以是多值的，表示单词在文本中出现的频率．直

观地，如果“股票”“银行”“货币”这些词出现很多，这个文本可能属于经济类，

如果“网球”“比赛”“运动员”这些词频繁出现，这个文本可能属于体育类． 

1.9  标 注 问 题 

标注（tagging）也是一个监督学习问题．可以认为标注问题是分类问题的一

个推广，标注问题又是更复杂的结构预测（structure prediction）问题的简单形式．标

注问题的输入是一个观测序列，输出是一个标记序列或状态序列．标注问题的目

标在于学习一个模型，使它能够对观测序列给出标记序列作为预测．注意，可能

的标记个数是有限的，但其组合所成的标记序列的个数是依序列长度呈指数级增

长的． 

标注问题分为学习和标注两个过程（如图 1.5 所示）．首先给定一个训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

这里， (1) (2) ( ) T( , , , )n
i i i ix x x x  ， 1,2, ,i N  ，是输入观测序列， (1) (2) ( ) T( , , , )n

i i i iy y y y 
是相应的输出标记序列， n是序列的长度，对不同样本可以有不同的值．学习系

统基于训练数据集构建一个模型，表示为条件概率分布： 

 (1) (2) ( ) (1) (2) ( )( , , , | , , , )n nP Y Y Y X X X   

这里，每一个 ( )iX （ 1,2, ,i n  ）取值为所有可能的观测，每一个 ( )iY （ 1,2, ,i n  ）

取值为所有可能的标记，一般 n N ．标注系统按照学习得到的条件概率分布模
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型，对新的输入观测序列找到相应的输出标记序列．具体地，对一个观测序列
(1) (2) ( ) T

1 1 1 1( , , , )n
N N N Nx x x x     找到使条件概率 (1) (2) ( ) T (1) (2)

1 1 1 1 1(( , , , ) | ( , , ,n
N N N N NP y y y x x       

( ) T
1) )n

Nx  最大的标记序列 (1) (2) ( ) T
1 1 1 1( , , , )n

N N N Ny y y y     ． 

 
图 1.5  标注问题 

评价标注模型的指标与评价分类模型的指标一样，常用的有标注准确率、精

确率和召回率．其定义与分类模型相同． 

标注常用的统计学习方法有：隐马尔可夫模型、条件随机场． 

标注问题在信息抽取、自然语言处理等领域被广泛应用，是这些领域的基本

问题．例如，自然语言处理中的词性标注(part of speech tagging)就是一个典型的

标注问题：给定一个由单词组成的句子，对这个句子中的每一个单词进行词性标

注，即对一个单词序列预测其对应的词性标记序列． 

举一个信息抽取的例子．从英文文章中抽取基本名词短语（base noun 

phrase）．为此，要对文章进行标注．英文单词是一个观测，英文句子是一个观测

序列，标记表示名词短语的“开始”、“结束”或“其他”（分别以 B，E，O 表示），

标记序列表示英文句子中基本名词短语的所在位置．信息抽取时，将标记“开始”

到标记“结束”的单词作为名词短语．例如，给出以下的观测序列，即英文句子，

标注系统产生相应的标记序列，即给出句子中的基本名词短语． 

输入：At Microsoft Research, we have an insatiable curiosity and the desire to 

create new technology that will help define the computing experience. 

输出：At/O Microsoft/B Research/E, we/O have/O an/O insatiable/B curiosity/E 

and/O the/O desire/BE to/O create/O new/B technology/E that/O will/O help/O define/O 

the/O computing/B experience/E. 

1.10 回 归 问 题 

回归（regression）是监督学习的另一个重要问题．回归用于预测输入变量（自

变量）和输出变量（因变量）之间的关系，特别是当输入变量的值发生变化时，输
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出变量的值随之发生的变化．回归模型正是表示从输入变量到输出变量之间映射

的函数．回归问题的学习等价于函数拟合：选择一条函数曲线使其很好地拟合已

知数据且很好地预测未知数据（参照 1.4.2 节）． 

回归问题分为学习和预测两个过程（如图 1.6 所示）．首先给定一个训练数据集： 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

这里， n
ix R 是输入， yR 是对应的输出， 1,2, ,i N  ．学习系统基于训练数

据构建一个模型，即函数 ( )Y f X ；对新的输入 1Nx  ，预测系统根据学习的模型

( )Y f X 确定相应的输出 1Ny  ． 

 
图 1.6  回归问题 

回归问题按照输入变量的个数，分为一元回归和多元回归；按照输入变量和

输出变量之间关系的类型即模型的类型，分为线性回归和非线性回归． 

回归学习最常用的损失函数是平方损失函数，在此情况下，回归问题可以由

著名的最小二乘法（least squares）求解． 

许多领域的任务都可以形式化为回归问题，比如，回归可以用于商务领域，作

为市场趋势预测、产品质量管理、客户满意度调查、投资风险分析的工具．作为

例子，简单介绍股价预测问题．假设知道某一公司在过去不同时间点（比如，每

天）的市场上的股票价格（比如，股票平均价格），以及在各个时间点之前可能

影响该公司股价的信息（比如，该公司前一周的营业额、利润）．目标是从过去

的数据学习一个模型，使它可以基于当前的信息预测该公司下一个时间点的股票

价格．可以将这个问题作为回归问题解决．具体地，将影响股价的信息视为自变

量（输入的特征），而将股价视为因变量（输出的值）．将过去的数据作为训练数

据，就可以学习一个回归模型，并对未来的股价进行预测．可以看出这是一个困

难的预测问题，因为影响股价的因素非常多，我们未必能判断到哪些信息（输入

的特征）有用并能得到这些信息．
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本 章 概 要 

1．统计学习是关于计算机基于数据构建概率统计模型并运用模型对数据进

行分析与预测的一门学科．统计学习包括监督学习、非监督学习、半监督学习和

强化学习． 

2．统计学习方法三要素——模型、策略、算法，对理解统计学习方法起到

提纲挈领的作用． 

3．本书主要讨论监督学习，监督学习可以概括如下：从给定有限的训练数

据出发，假设数据是独立同分布的，而且假设模型属于某个假设空间，应用某一

评价准则，从假设空间中选取一个最优的模型，使它对已给训练数据及未知测试

数据在给定评价标准意义下有最准确的预测． 

4．统计学习中，进行模型选择或者说提高学习的泛化能力是一个重要问

题．如果只考虑减少训练误差，就可能产生过拟合现象．模型选择的方法有正则

化与交叉验证．学习方法泛化能力的分析是统计学习理论研究的重要课题． 

5．分类问题、标注问题和回归问题都是监督学习的重要问题．本书中介绍

的统计学习方法包括感知机、 k 近邻法、朴素贝叶斯法、决策树、逻辑斯谛回归

与最大熵模型、支持向量机、提升方法、EM 算法、隐马尔可夫模型和条件随机

场．这些方法是主要的分类、标注以及回归方法．它们又可以归类为生成方法与

判别方法． 

继 续 阅 读 

关于统计学习方法一般介绍的书籍可以参阅文献[1～4]． 

习    题 

1.1 说明伯努利模型的极大似然估计以及贝叶斯估计中的统计学习方法三要

素．伯努利模型是定义在取值为 0 与 1 的随机变量上的概率分布．假设观测

到伯努利模型 n 次独立的数据生成结果，其中 k 次的结果为 1，这时可以用

极大似然估计或贝叶斯估计来估计结果为 1 的概率． 

1.2 通过经验风险最小化推导极大似然估计．证明模型是条件概率分布，当损失

函数是对数损失函数时，经验风险最小化等价于极大似然估计． 
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第 2 章 感 知 机 

感知机（perceptron）是二类分类的线性分类模型，其输入为实例的特征向量，

输出为实例的类别，取+1 和–1 二值．感知机对应于输入空间（特征空间）中将

实例划分为正负两类的分离超平面，属于判别模型．感知机学习旨在求出将训练

数据进行线性划分的分离超平面，为此，导入基于误分类的损失函数，利用梯度

下降法对损失函数进行极小化，求得感知机模型．感知机学习算法具有简单而易

于实现的优点，分为原始形式和对偶形式．感知机预测是用学习得到的感知机模

型对新的输入实例进行分类．感知机 1957 年由 Rosenblatt 提出，是神经网络与支

持向量机的基础． 

本章首先介绍感知机模型；然后叙述感知机的学习策略，特别是损失函数；

最后介绍感知机学习算法，包括原始形式和对偶形式，并证明算法的收敛性． 

2.1 感知机模型 

定义 2.1（感知机）  假设输入空间（特征空间）是 n R ，输出空间是

{ 1, 1}   ．输入 x 表示实例的特征向量，对应于输入空间（特征空间）的

点；输出 y 表示实例的类别．由输入空间到输出空间的如下函数 

 ( ) sign( )f x w x b   (2.1)  

称为感知机．其中， w 和 b 为感知机模型参数， nwR 叫作权值（weight）或权

值向量（weight vector），bR 叫作偏置（bias），w x 表示 w和 x 的内积． sign

是符号函数，即 

 
1,       0

sign( )
1,       0

x
x

x


  

≥
 (2.2) 

感知机是一种线性分类模型，属于判别模型．感知机模型的假设空间是定义

在特征空间中的所有线性分类模型（linear classification model）或线性分类器

(linear classifier)，即函数集合{ | ( ) }f f x w x b  ． 

感知机有如下几何解释：线性方程 

 0w x b   (2.3) 

对应于特征空间 nR 中的一个超平面 S，其中 w 是超平面的法向量，b 是超平面的

截距．这个超平面将特征空间划分为两个部分．位于两部分的点（特征向量）分



第 2 章 感知机 

 

26 

别被分为正、负两类．因此，超平面 S 称为分离超平面（separating hyperplane），

如图 2.1 所示.  

 
图 2.1  感知机模型 

感知机学习，由训练数据集（实例的特征向量及类别） 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中， n
ix   R ， { 1, 1}iy     ， 1,2, ,i N  ，求得感知机模型（2.1），即求

得模型参数 w, b．感知机预测，通过学习得到的感知机模型，对于新的输入实例

给出其对应的输出类别． 

2.2 感知机学习策略 

2.2.1 数据集的线性可分性 

定义 2.2（数据集的线性可分性）  给定一个数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ， 

其中， n
ix   R ， { 1, 1}iy     ， 1,2, ,i N  ，如果存在某个超平面 S 

 0w x b   

能够将数据集的正实例点和负实例点完全正确地划分到超平面的两侧，即对所有

1iy   的实例 i ，有 0iw x b  ，对所有 1iy   的实例 i ，有 0iw x b  ，则称

数据集T 为线性可分数据集（linearly separable data set）；否则，称数据集T 线性

不可分． 

2.2.2 感知机学习策略 

假设训练数据集是线性可分的，感知机学习的目标是求得一个能够将训练集
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正实例点和负实例点完全正确分开的分离超平面．为了找出这样的超平面，即确

定感知机模型参数 w , b ，需要确定一个学习策略，即定义（经验）损失函数并将

损失函数极小化． 

损失函数的一个自然选择是误分类点的总数．但是，这样的损失函数不是参

数 w , b 的连续可导函数，不易优化．损失函数的另一个选择是误分类点到超平面

S 的总距离，这是感知机所采用的．为此，首先写出输入空间 nR 中任一点 0x 到超

平面 S 的距离： 

 0

1
| |w x b

w
  

这里， w 是 w 的 2L 范数． 

其次，对于误分类的数据 ( , )i ix y 来说， 

 ( ) 0i iy w x b    

成立．因为当 0iw x b  时， 1iy   ，而当 0iw x b  时， 1iy   ．因此，误

分类点 ix 到超平面 S 的距离是 

 
1

( )i iy w x b
w

   

这样，假设超平面 S 的误分类点集合为M，那么所有误分类点到超平面 S 的

总距离为 

 
1

( )
|| ||

i

i i
x M

y w x b
w 

     

不考虑
1

|| ||w
，就得到感知机学习的损失函数①. 

给定训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中， n
ix   R ， { 1, 1}iy     ， 1,2, ,i N  ．感知机 sign( )w x b 学习的

损失函数定义为 

 ( , ) ( )
i

i i
x M

L w b y w x b


     (2.4) 

其中 M 为误分类点的集合．这个损失函数就是感知机学习的经验风险函数． 

显然，损失函数 ( , )L w b 是非负的．如果没有误分类点，损失函数值是 0．而

且，误分类点越少，误分类点离超平面越近，损失函数值就越小．一个特定的样

本点的损失函数：在误分类时是参数 w , b 的线性函数，在正确分类时是 0．因此，

给定训练数据集T ，损失函数 ( , )L w b 是 w, b 的连续可导函数． 
                                                        
① 第 7 章中会介绍 ( )y w x b 称为样本点的函数间隔． 
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感知机学习的策略是在假设空间中选取使损失函数式（2.4）最小的模型参数

, ,w b  即感知机模型． 

2.3 感知机学习算法 

感知机学习问题转化为求解损失函数式（2.4）的最优化问题，最优化的方法

是随机梯度下降法．本节叙述感知机学习的具体算法，包括原始形式和对偶形式，

并证明在训练数据线性可分条件下感知机学习算法的收敛性． 

2.3.1 感知机学习算法的原始形式 

感知机学习算法是对以下最优化问题的算法．给定一个训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中， n
ix   R ， { 1,1}iy    ， 1,2, ,i N  ，求参数 w , b ，使其为以下损

失函数极小化问题的解 

 
,

min ( , ) ( )
i

i iw b
x M

L w b y w x b


     (2.5) 

其中 M 为误分类点的集合．  

感知机学习算法是误分类驱动的，具体采用随机梯度下降法（stochastic 

gradient descent）．首先，任意选取一个超平面 0 0,w b ，然后用梯度下降法不断地

极小化目标函数（2.5）．极小化过程中不是一次使 M 中所有误分类点的梯度下降，

而是一次随机选取一个误分类点使其梯度下降． 

假设误分类点集合 M 是固定的，那么损失函数 ( , )L w b 的梯度由 

 ( , )
i

w i i
x M

L w b y x


    

 ( , )
i

b i
x M

L w b y


    

给出． 

随机选取一个误分类点 ( , )i ix y ，对 ,w b 进行更新： 

 i iw w y x   (2.6) 

 ib b y   (2.7) 

式中 ( 0 1 ≤ ) 是步长，在统计学习中又称为学习率（learning rate）．这样，通过

迭代可以期待损失函数 ( , )L w b 不断减小，直到为 0．综上所述，得到如下算法：
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算法 2.1（感知机学习算法的原始形式） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中 n
ix   R ， iy    

{ 1, 1}  ， 1,2, ,i N  ；学习率 ( 0 1 ≤ )； 

输出： w , b ；感知机模型 ( ) sign( )f x w x b  ． 

（1）选取初值 0 0,w b  

（2）在训练集中选取数据 ( , )i ix y  

（3）如果 ( ) 0i iy w x b ≤  

 i i

i

w w y x

b b y




 

 
 

（4）转至（2），直至训练集中没有误分类点． ■ 

这种学习算法直观上有如下解释：当一个实例点被误分类，即位于分离超平面

的错误一侧时，则调整w , b 的值，使分离超平面向该误分类点的一侧移动，以减

少该误分类点与超平面间的距离，直至超平面越过该误分类点使其被正确分类． 

算法 2.1 是感知机学习的基本算法，对应于后面的对偶形式，称为原始形

式．感知机学习算法简单且易于实现． 

例 2.1  如图 2.2 所示的训练数据集，其正实例点是 T
1 (3,3)x  ， T

2 (4,3)x  ，

负实例点是 T
3 (1,1)x  ，试用感知机学习算法的原始形式求感知机模型 ( )f x   

sign( )w x b ．这里， (1) (2) T( , )w w w ， (1) (2) T( , )x x x ． 

 
图 2.2  感知机示例 

解 构建最优化问题： 

 
,

min ( , ) ( )
i

i
w b

x M

L w b y w x b


     

按照算法 2.1 求解 w , b． 1  ． 
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（1）取初值 0 0w  ， 0 0b   

（2）对 T
1 (3,3)x  ， 1 0 1 0( ) 0y w x b  ，未能被正确分类，更新 ,w b  

 T
1 0 1 1 (3,3)w w y x   ， 1 0 1 1b b y    

得到线性模型 

 (1) (2)
1 1 3 3 1w x b x x     

（3）对 1 2,x x ，显然， 1 1( ) 0i iy w x b  ，被正确分类，不修改 ,w b ； 

对 T
3 (1,1)x  ， 3 1 3 1( ) 0y w x b  ，被误分类，更新 ,w b ． 

 T
2 1 3 3 (2,2)w w y x   ， 2 1 3 0b b y    

得到线性模型 

 (1) (2)
2 2 2 2w x b x x    

如此继续下去，直到 

 T
7 (1,1)w  ， 7 3b    

 (1) (2)
7 7 3w x b x x     

对所有数据点 7 7( ) 0i iy w x b  ，没有误分类点，损失函数达到极小． 

  分离超平面为 (1) (2) 3 0x x    

  感知机模型为 (1) (2)( ) sign( 3)f x x x    ■ 

迭代过程见表 2.1． 

表 2.1  例 2.1 求解的迭代过程 

迭代次数 误分类点 w  b  w x b  

0  0 0 0 

1 1x  T(3,3)  1 (1) (2)3 3 1x x   

2 3x  T(2,2)  0 (1) (2)2 2x x  

3 3x  T(1,1)  –1 (1) (2) 1x x   

4 3x  T(0,0)  –2 2  

5 1x  T(3,3)  –1 (1) (2)3 3 1x x   

6 3x  T(2,2)  –2 (1) (2)2 2 2x x   

7 3x  T(1,1)  –3 (1) (2) 3x x   

8 0 T(1,1)  –3 (1) (2) 3x x   
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这是在计算中误分类点先后取 1x , 3x , 3x , 3x , 1x , 3x , 3x 得到的分离超平面和感

知机模型．如果在计算中误分类点依次取 1x , 3x , 3x , 3x , 2x , 3x , 3x , 3x , 1x , 3x , 3x ，那

么得到的分离超平面是 (1) (2)2 5 0x x   ． 

可见，感知机学习算法由于采用不同的初值或选取不同的误分类点，解可以

不同． 

2.3.2  算法的收敛性 

现在证明，对于线性可分数据集感知机学习算法原始形式收敛，即经过有限

次迭代可以得到一个将训练数据集完全正确划分的分离超平面及感知机模型． 

为了便于叙述与推导，将偏置b 并入权重向量w ，记作 T Tˆ ( , )w w b ，同样也将

输入向量加以扩充，加进常数 1，记作 T Tˆ ( ,1)x x ．这样， 1ˆ nx R ， 1ˆ nw R ．显

然， ˆ ˆw x w x b   ． 

定理 2.1（Novikoff）  设训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  是线性

可分的，其中 n
ix   R ， { 1, 1}iy     ， 1,2, ,i N  ，则 

（1）存在满足条件 optˆ 1w  的超平面 opt opt optˆ ˆ 0w x w x b    将训练数据集完

全正确分开；且存在 0  ，对所有 1,2, ,i N   

 opt opt optˆ ˆ( ) ( )i i i iy w x y w x b    ≥  (2.8) 

（2）令
1

ˆmax i
i N

R x
≤ ≤

，则感知机算法 2.1 在训练数据集上的误分类次数 k 满足 

不等式 

 
2

R
k


 
 
 

≤  (2.9) 

证明 （1）由于训练数据集是线性可分的，按照定义 2.2，存在超平面可将训

练数据集完全正确分开，取此超平面为 opt opt optˆ ˆ 0w x w x b    ，使 optˆ 1w  ．由

于对有限的 1,2, ,i N  ，均有 

 opt opt optˆ ˆ( ) ( ) 0i i i iy w x y w x b     

所以存在 

 opt optmin{ ( )}i i
i

y w x b    

使 
 opt opt optˆ ˆ( ) ( )i i i iy w x y w x b    ≥  

（2）感知机算法从 0ˆ 0w  开始，如果实例被误分类，则更新权重．令 1ˆ kw  是
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第 k 个误分类实例之前的扩充权重向量，即 

 T T
1 1 1ˆ ( , )k k kw w b    

则第 k 个误分类实例的条件是 

 1 1 1ˆ ˆ( ) ( ) 0i k i i k i ky w x y w x b     ≤  (2.10) 

若 ( , )i ix y 是被 T T
1 1 1ˆ ( , )k k kw w b   误分类的数据，则 w和b 的更新是 

 1

1

k k i i

k k i

w w y x

b b y








 

 
 

即 

 1ˆ ˆ ˆk k i iw w y x   (2.11) 

下面推导两个不等式： 

（1） 
 optˆ ˆkw w k ≥  (2.12) 

由式 (2.11) 及式 (2.8) 得 

 
opt 1 opt opt

1 opt

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
k k i i

k

w w w w y w x

w w








 



  

≥
 

由此递推即得不等式 (2.12) 

 opt 1 opt 2 optˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 2k k kw w w w w w k       ≥ ≥ ≥ ≥  

（2） 

 
2 2 2ˆ kw k R≤  (2.13) 

由式 (2.11) 及式 (2.10) 得 

 

2 2 22
1 1

2 22
1

2 2 2
1

2 2 2
2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ

ˆ

ˆ 2

k k i k i i

k i

k

k

w w y w x x

w x

w R

w R

k R

 









 







  











≤

≤

≤ ≤

≤

 

结合不等式 (2.12) 及式 (2.13) 即得 
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 opt opt

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆk kk w w w w k R

k kR

 



≤ ≤ ≤

≤
 

于是 
2

R
k


 
 
 

≤  ■ 

定理表明，误分类的次数 k 是有上界的，经过有限次搜索可以找到将训练数

据完全正确分开的分离超平面．也就是说，当训练数据集线性可分时，感知机学

习算法原始形式迭代是收敛的．但是例 2.1 说明，感知机学习算法存在许多解，这

些解既依赖于初值的选择，也依赖于迭代过程中误分类点的选择顺序．为了得到

唯一的超平面，需要对分离超平面增加约束条件．这就是第 7 章将要讲述的线性

支持向量机的想法．当训练集线性不可分时，感知机学习算法不收敛，迭代结果

会发生震荡． 

2.3.3  感知机学习算法的对偶形式 

现在考虑感知机学习算法的对偶形式．感知机学习算法的原始形式和对偶形式

与第 7 章中支持向量机学习算法的原始形式和对偶形式相对应． 

对偶形式的基本想法是，将 w 和 b 表示为实例 ix 和标记 iy 的线性组合的形

式，通过求解其系数而求得 w和b ．不失一般性，在算法 2.1 中可假设初始值 0 0,w b

均为 0．对误分类点 ( , )i ix y 通过 

 i i

i

w w y x

b b y




 

 
  

逐步修改 w, b，设修改 n 次，则 w, b 关于 ( , )i ix y 的增量分别是 i i iy x 和 i iy ，这里

.i in   这样，从学习过程不难看出，最后学习到的 ,w b 可以分别表示为 

 
1

N

i i i
i

w y x


  (2.14) 

 
1

N

i i
i

b y


  (2.15) 

这里， 0i ≥ ， 1,2, ,i N  ，当 1  时，表示第 i 个实例点由于误分而进行更新

的次数．实例点更新次数越多，意味着它距离分离超平面越近，也就越难正确分

类．换句话说，这样的实例对学习结果影响最大． 

下面对照原始形式来叙述感知机学习算法的对偶形式． 

算法 2.2（感知机学习算法的对偶形式） 

输入：线性可分的数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中 n
ix R ， iy  

{ 1, 1}  ， 1,2, ,i N  ；学习率 （ 0 1 ≤ ）； 
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输出： ,b ；感知机模型
1

( ) sign .
N

j j j
j

f x y x x b


 
  

 
    

其中 T
1 2( , , , ) .N      

（1） 0  ， 0b   

（2）在训练集中选取数据 ( , )i ix y  

（3）如果
1

0
N

i j j j i
j

y y x x b


 
 

 
  ≤  

 i i

ib b y

  


 

 
 

（4）转至（2）直到没有误分类数据． ■ 

对偶形式中训练实例仅以内积的形式出现．为了方便，可以预先将训练集中

实例间的内积计算出来并以矩阵的形式存储，这个矩阵就是所谓的 Gram 矩阵

（Gram matrix） 

 [ ]i j N NG x x    

例 2.2  数据同例 2.1，正样本点是 T
1 (3,3)x  ， T

2 (4,3)x  ，负样本点是 3x   
T(1,1) ，试用感知机学习算法对偶形式求感知机模型． 

解 按照算法 2.2， 

（1）取 0i  ， 1,2,3i  ， 0b  ， 1   

（2）计算 Gram 矩阵 

 

18 21 6

21 25 7

6 7 2

 
   
  

G  

（3）误分条件 

 
1

0
N

i j j j i
j

y y x x b


 
 

 
  ≤  

参数更新 
 1i i   ， ib b y   

（4）迭代．过程从略，结果列于表 2.2． 

（5） 

 
T

1 2 32 0 5 (1,1)

3

w x x x

b

   

 
 

分离超平面 

 (1) (2) 3 0x x    
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感知机模型 

 (1) (2)( ) sign( 3)f x x x    ■ 

表 2.2  例 2.2 求解的迭代过程 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 

  1x  3x  3x  3x  1x  3x  3x  

1  0 1 1 1 2 2 2 2 

2  0 0 0 0 0 0 0 0 

3  0 0 1 2 2 3 4 5 

b  0 1 0 –1 0 –1 –2 –3 

 

对照例 2.1，结果一致，迭代步骤也是互相对应的． 

与原始形式一样，感知机学习算法的对偶形式迭代是收敛的，存在多个解． 

本 章 概 要 

1．感知机是根据输入实例的特征向量 x 对其进行二类分类的线性分类模型： 

 ( ) sign( )f x w x b   

感知机模型对应于输入空间（特征空间）中的分离超平面 0w x b  ． 

2．感知机学习的策略是极小化损失函数： 

 
,

min ( , ) ( )
i

i iw b
x M

L w b y w x b


     

损失函数对应于误分类点到分离超平面的总距离． 

3．感知机学习算法是基于随机梯度下降法的对损失函数的最优化算法，有

原始形式和对偶形式．算法简单且易于实现．原始形式中，首先任意选取一个超

平面，然后用梯度下降法不断极小化目标函数．在这个过程中一次随机选取一个

误分类点使其梯度下降． 

4．当训练数据集线性可分时，感知机学习算法是收敛的．感知机算法在训

练数据集上的误分类次数 k 满足不等式： 

 
2

R
k


 
 
 

≤  

当训练数据集线性可分时，感知机学习算法存在无穷多个解，其解由于不同

的初值或不同的迭代顺序而可能有所不同． 
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继 续 阅 读 

感知机最早在 1957 年由 Rosenblatt 提出[1]．Novikoff [2]，Minsky 与 Papert [3]

等人对感知机进行了一系列理论研究．感知机的扩展学习方法包括口袋算法

（pocket algorithm）[4]、表决感知机（voted perceptron）[5]、带边缘感知机（perceptron 

with margin）[6]．关于感知机的介绍可进一步参考文献[7, 8]． 

习    题 

2.1  Minsky 与 Papert 指出：感知机因为是线性模型，所以不能表示复杂的函数，

如异或（XOR）．验证感知机为什么不能表示异或． 

2.2  模仿例题 2.1，构建从训练数据集求解感知机模型的例子． 

2.3  证明以下定理：样本集线性可分的充分必要条件是正实例点集所构成的凸壳②

与负实例点集所构成的凸壳互不相交． 

参 考 文 献 

[1] Rosenblatt F. The Perceptron: A probabilistic model for information storage and organization in 

the Brain. Cornell Aeronautical Laboratory. Psychological Review, 1958, 65 (6): 386–408 

[2] Novikoff AB. On convergence proofs on perceptrons. Symposium on the Mathematical Theory 

of Automata, Polytechnic Institute of Brooklyn, 1962, 12, 615–622 

[3] Minsky ML, Papert SA. Perceptrons. Cambridge, MA: MIT Press. 1969 

[4] Gallant SI. Perceptron-based learning algorithms. IEEE Transactions on Neural Networks, 1990, 

1(2): 179–191 

[5] Freund Y, Schapire RE. Large margin classification using the perceptron algorithm. In: 

Proceedings of the 11th Annual Conference on Computational Learning Theory (COLT’ 98). 

ACM Press, 1998 

[6] Li YY, Zaragoza H, Herbrich R, Shawe-Taylor J, Kandola J. The Perceptron algorithm with 

uneven margins. In: Proceedings of the 19th International Conference on Machine Learning. 

2002, 379–386 

[7] Widrow B, Lehr MA. 30 years of adaptive neural networks: Perceptron, madaline, and 

backpropagation. Proc. IEEE, 1990, 78(9): 1415–1442 

[8] Cristianini N, Shawe-Taylor J. An Introduction to Support Vector Machines and Other Kernel- 

based Learning Methods. Cambridge University Press, 2000 

 

                                                        
② 设集合 nS  R 是由 nR 中的 k 个点所组成的集合，即 1 2{ , , , }.kS x x x  定义 S 的凸壳 conv(S)为 

1 1

conv( ) 1, 0, 1, 2, , .
k k

i i i i
i i

S x x i k  
 

 
    
 

  ≥  



 

 

第 3 章 k 近 邻 法 

k 近邻法（k-nearest neighbor，k-NN）是一种基本分类与回归方法．本书只讨

论分类问题中的 k 近邻法． k 近邻法的输入为实例的特征向量，对应于特征空间

的点；输出为实例的类别，可以取多类． k 近邻法假设给定一个训练数据集，其

中的实例类别已定．分类时，对新的实例，根据其 k 个最近邻的训练实例的类别，

通过多数表决等方式进行预测．因此， k 近邻法不具有显式的学习过程． k 近邻

法实际上利用训练数据集对特征向量空间进行划分，并作为其分类的“模型”．k

值的选择、距离度量及分类决策规则是 k 近邻法的三个基本要素．k 近邻法 1968 年

由 Cover 和 Hart 提出． 

本章首先叙述 k 近邻算法，然后讨论 k 近邻法的模型及三个基本要素，最后

讲述 k 近邻法的一个实现方法—— kd 树，介绍构造 kd 树和搜索 kd 树的算法． 

3.1  k 近邻算法 

k 近邻算法简单、直观：给定一个训练数据集，对新的输入实例，在训练数

据集中找到与该实例最邻近的 k 个实例，这 k 个实例的多数属于某个类，就把该

输入实例分为这个类．下面先叙述 k 近邻算法，然后再讨论其细节． 

算法 3.1（k近邻法） 

输入：训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中， n
ix   R 为实例的特征向量， 1 2{ , , , }i Ky c c c   为实例的类别， i   

1,2, , N ；实例特征向量 x； 
输出：实例 x 所属的类 y ． 

（1）根据给定的距离度量，在训练集T 中找出与 x最邻近的 k 个点，涵盖这 k

个点的 x 的邻域记作 ( )kN x ； 

（2）在 ( )kN x 中根据分类决策规则（如多数表决）决定 x的类别 y ： 

 
( )

arg max ( )
j

i k

i j
c

x N x

y I y c


  ， 1,2, ,i N  ； 1,2, ,j K   (3.1) 

式 (3.1) 中， I 为指示函数，即当 i jy c 时 I 为 1，否则 I 为 0． ■ 

k 近邻法的特殊情况是 1k  的情形，称为最近邻算法．对于输入的实例点（特

征向量） x ，最近邻法将训练数据集中与 x 最邻近点的类作为 x 的类． 
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k 近邻法没有显式的学习过程． 

3.2 k 近邻模型 

k 近邻法使用的模型实际上对应于对特征空间的划分．模型由三个基本要素——

距离度量、 k 值的选择和分类决策规则决定． 

3.2.1  模型 

k 近邻法中，当训练集、距离度量（如欧氏距离）、k 值及分类决策规则（如

多数表决）确定后，对于任何一个新的输入实例，它所属的类唯一地确定．这相

当于根据上述要素将特征空间划分为一些子空间，确定子空间里的每个点所属的

类．这一事实从最近邻算法中可以看得很清楚． 

特征空间中，对每个训练实例点 ix ，距离该点比其他点更近的所有点组成一

个区域，叫作单元（cell）．每个训练实例点拥有一个单元，所有训练实例点的单

元构成对特征空间的一个划分．最近邻法将实例 ix 的类 iy 作为其单元中所有点的

类标记（class label）．这样，每个单元的实例点的类别是确定的．图 3.1 是二维

特征空间划分的一个例子． 

 
图 3.1  k 近邻法的模型对应特征空间的一个划分 

3.2.2  距离度量 

特征空间中两个实例点的距离是两个实例点相似程度的反映．k 近邻模型的特

征空间一般是n维实数向量空间 nR ．使用的距离是欧氏距离，但也可以是其他距离，

如更一般的 Lp距离（Lp distance）或 Minkowski 距离（Minkowski distance）． 
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设特征空间 是 n 维实数向量空间 nR ， ,i jx x ， (1) (2) ( ) T( , , , )n
i i i ix x x x  ，

(1) (2) ( ) T( , , , )n
j j j jx x x x  ， ,i jx x 的 pL 距离定义为 

 

1

( ) ( )

1

( , ) | |
n p

l l p
p i j i j

l

L x x x x


   
 
  (3.2) 

这里 1p≥ ．当 2p  时，称为欧氏距离(Euclidean distance)，即 

 

1

2
( ) ( ) 2

2
1

( , ) | |
n

l l
i j i j

l

L x x x x


 
  
 
   (3.3) 

当 1p  时，称为曼哈顿距离（Manhattan distance），即 

 ( ) ( )
1

1

( , ) | |
n

l l
i j i j

l

L x x x x


   (3.4) 

当 p  时，它是各个坐标距离的最大值，即 

 ( ) ( )( , ) max | |l l
i j i j

l
L x x x x    (3.5) 

图 3.2 给出了二维空间中 p 取不同值时，与原点的 pL 距离为 1（ 1pL  ）的

点的图形． 

 
图 3.2  Lp距离间的关系 

下面的例子说明，由不同的距离度量所确定的最近邻点是不同的． 

例 3.1 已知二维空间的 3 个点 T
1 (1,1)x  , T

2 (5,1)x  , T
3 (4,4)x  ，试求在 p

取不同值时， pL 距离下 1x 的最近邻点． 

解 因为 1x 和 2x 只有第二维上值不同，所以 p 为任何值时， 1 2( , ) 4pL x x  ．而 

 1 1 3( , ) 6L x x  ， 2 1 3( , ) 4.24L x x  ， 3 1 3( , ) 3.78L x x  ， 4 1 3( , ) 3.57L x x   

于是得到： p 等于 1 或 2 时， 2x 是 1x 的最近邻点； p 大于等于 3 时， 3x 是 1x 的

最近邻点． ■ 
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3.2.3 k 值的选择 

k 值的选择会对 k 近邻法的结果产生重大影响． 

如果选择较小的 k 值，就相当于用较小的邻域中的训练实例进行预测，“学

习”的近似误差（approximation error）会减小，只有与输入实例较近的（相似的）

训练实例才会对预测结果起作用．但缺点是“学习”的估计误差（estimation error）

会增大，预测结果会对近邻的实例点非常敏感[2]．如果邻近的实例点恰巧是噪声，

预测就会出错．换句话说， k 值的减小就意味着整体模型变得复杂，容易发生过

拟合． 

如果选择较大的 k 值，就相当于用较大邻域中的训练实例进行预测．其优点

是可以减少学习的估计误差．但缺点是学习的近似误差会增大．这时与输入实例

较远的（不相似的）训练实例也会对预测起作用，使预测发生错误． k 值的增大

就意味着整体的模型变得简单． 

如果 k N ，那么无论输入实例是什么，都将简单地预测它属于在训练实例

中最多的类．这时，模型过于简单，完全忽略训练实例中的大量有用信息，是不

可取的． 

在应用中， k 值一般取一个比较小的数值．通常采用交叉验证法来选取最优

的 k 值． 

3.2.4  分类决策规则  

k 近邻法中的分类决策规则往往是多数表决，即由输入实例的 k 个邻近的训

练实例中的多数类决定输入实例的类． 

多数表决规则（majority voting rule）有如下解释：如果分类的损失函数为 0-1

损失函数，分类函数为 

 1 2: { , , , }n
Kf c c cR   

那么误分类的概率是 

 ( ( )) 1 ( ( ))P Y f X P Y f X     

对给定的实例 x，其最近邻的 k 个训练实例点构成集合 ( )kN x ．如果涵盖 ( )kN x

的区域的类别是 jc ，那么误分类率是 

 
( ) ( )

1 1
( ) 1 ( )

i k i k

i j i j
x N x x N x

I y c I y c
k k 

      

要使误分类率最小即经验风险最小，就要使
( )

( )
i k

i j
x N x

I y c


 最大，所以多数表决

规则等价于经验风险最小化． 
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3.3  k 近邻法的实现：kd 树 

实现 k 近邻法时，主要考虑的问题是如何对训练数据进行快速 k 近邻搜索．这

点在特征空间的维数大及训练数据容量大时尤其必要． 

k 近邻法最简单的实现方法是线性扫描（linear scan）．这时要计算输入实例与

每一个训练实例的距离．当训练集很大时，计算非常耗时，这种方法是不可行的． 

为了提高 k 近邻搜索的效率，可以考虑使用特殊的结构存储训练数据，以减少

计算距离的次数．具体方法很多，下面介绍其中的 kd 树（kd tree）方法①． 

3.3.1  构造 kd 树 

kd 树是一种对 k 维空间中的实例点进行存储以便对其进行快速检索的树形

数据结构．kd 树是二叉树，表示对 k 维空间的一个划分（partition）．构造 kd 树相

当于不断地用垂直于坐标轴的超平面将 k 维空间切分，构成一系列的 k 维超矩形区

域． kd 树的每个结点对应于一个 k 维超矩形区域． 

构造 kd 树的方法如下：构造根结点，使根结点对应于 k 维空间中包含所有实

例点的超矩形区域；通过下面的递归方法，不断地对 k 维空间进行切分，生成子结

点．在超矩形区域（结点）上选择一个坐标轴和在此坐标轴上的一个切分点，确

定一个超平面，这个超平面通过选定的切分点并垂直于选定的坐标轴，将当前超矩

形区域切分为左右两个子区域（子结点）；这时，实例被分到两个子区域．这个

过程直到子区域内没有实例时终止（终止时的结点为叶结点）．在此过程中，将

实例保存在相应的结点上． 

通常，依次选择坐标轴对空间切分，选择训练实例点在选定坐标轴上的中位

数（median）② 为切分点，这样得到的 kd 树是平衡的．注意，平衡的 kd 树搜索时

的效率未必是最优的． 

下面给出构造 kd 树的算法． 

算法 3.2（构造平衡 kd 树） 

输入： k 维空间数据集 1 2{ , , , }NT x x x  ， 

其中 (1) (2) ( ) T( , , , )k
i i i ix x x x  ， 1,2, ,i N  ； 

输出： kd 树． 

（1）开始：构造根结点，根结点对应于包含T 的 k 维空间的超矩形区域． 

选择 (1)x 为坐标轴，以T 中所有实例的 (1)x 坐标的中位数为切分点，将根结点

对应的超矩形区域切分为两个子区域．切分由通过切分点并与坐标轴 (1)x 垂直的

超平面实现． 

                                                        
① kd 树是存储 k 维空间数据的树结构，这里的 k 与 k 近邻法的 k 意义不同，为了与习惯一致，本书仍用 kd 树的名称． 
② 一组数据按大小顺序排列起来，处在中间位置的一个数或最中间两个数的平均值． 
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由根结点生成深度为１的左、右子结点：左子结点对应坐标 (1)x 小于切分点

的子区域，右子结点对应于坐标 (1)x 大于切分点的子区域． 

将落在切分超平面上的实例点保存在根结点． 

（2）重复：对深度为 j 的结点，选择 ( )lx 为切分的坐标轴， (mod ) 1l j k  ，

以该结点的区域中所有实例的 ( )lx 坐标的中位数为切分点，将该结点对应的超  

矩形区域切分为两个子区域．切分由通过切分点并与坐标轴 ( )lx 垂直的超平面  

实现． 

由该结点生成深度为 1j  的左、右子结点：左子结点对应坐标 ( )lx 小于切分

点的子区域，右子结点对应坐标 ( )lx 大于切分点的子区域． 

将落在切分超平面上的实例点保存在该结点． 

（3）直到两个子区域没有实例存在时停止．从而形成 kd 树的区域划分. ■ 

例 3.2 给定一个二维空间的数据集： 

 T T T T T T{(2,3) , (5,4) , (9,6) , (4,7) , (8,1) , (7,2) }T   

构造一个平衡 kd 树③． 

解 根结点对应包含数据集T 的矩形，选择 (1)x 轴，6 个数据点的 (1)x 坐标的

中位数是 7，以平面 (1) 7x  将空间分为左、右两个子矩形（子结点）；接着，左矩

形以 (2) 4x  分为两个子矩形，右矩形以 (2) 6x  分为两个子矩形，如此递归，最

后得到如图 3.3 所示的特征空间划分和如图 3.4 所示的 kd 树． ■ 

 
图 3.3  特征空间划分 

3.3.2 搜索 kd 树 

下面介绍如何利用 kd 树进行 k 近邻搜索．可以看到，利用 kd 树可以省去对 

                                                        
③ 取自 Wikipedia． 
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图 3.4  kd 树示例 

大部分数据点的搜索，从而减少搜索的计算量．这里以最近邻为例加以叙述，同

样的方法可以应用到 k 近邻． 

给定一个目标点，搜索其最近邻．首先找到包含目标点的叶结点；然后从该叶

结点出发，依次回退到父结点；不断查找与目标点最邻近的结点，当确定不可能存

在更近的结点时终止．这样搜索就被限制在空间的局部区域上，效率大为提高． 

包含目标点的叶结点对应包含目标点的最小超矩形区域．以此叶结点的实例

点作为当前最近点．目标点的最近邻一定在以目标点为中心并通过当前最近点的

超球体的内部（参阅图 3.5）．然后返回当前结点的父结点，如果父结点的另一子

结点的超矩形区域与超球体相交，那么在相交的区域内寻找与目标点更近的实例

点．如果存在这样的点，将此点作为新的当前最近点．算法转到更上一级的父结

点，继续上述过程．如果父结点的另一子结点的超矩形区域与超球体不相交，或

不存在比当前最近点更近的点，则停止搜索． 

下面叙述用 kd 树的最近邻搜索算法． 

算法 3.3（用 kd 树的最近邻搜索） 

输入：已构造的 kd 树；目标点 x ； 

输出： x 的最近邻． 

（1）在 kd 树中找出包含目标点 x 的叶结点：从根结点出发，递归地向下访问

kd 树．若目标点 x 当前维的坐标小于切分点的坐标，则移动到左子结点，否则移

动到右子结点．直到子结点为叶结点为止． 

（2）以此叶结点为“当前最近点”． 

（3）递归地向上回退，在每个结点进行以下操作： 

（a）如果该结点保存的实例点比当前最近点距离目标点更近，则以该实例点

为“当前最近点”． 

（b）当前最近点一定存在于该结点一个子结点对应的区域．检查该子结点的

父结点的另一子结点对应的区域是否有更近的点．具体地，检查另一子结点对应
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的区域是否与以目标点为球心、以目标点与“当前最近点”间的距离为半径的超

球体相交． 

如果相交，可能在另一个子结点对应的区域内存在距目标点更近的点，移动

到另一个子结点．接着，递归地进行最近邻搜索； 

如果不相交，向上回退． 

（4）当回退到根结点时，搜索结束．最后的“当前最近点”即为 x 的最近     

邻点． ■ 

如果实例点是随机分布的，kd 树搜索的平均计算复杂度是 (log )O N ，这里 N

是训练实例数．kd 树更适用于训练实例数远大于空间维数时的 k 近邻搜索．当空

间维数接近训练实例数时，它的效率会迅速下降，几乎接近线性扫描． 

下面通过一个例题来说明搜索方法． 

例 3.3  给定一个如图 3.5 所示的 kd 树，根结点为 A，其子结点为 B ，C 等．树

上共存储 7 个实例点；另有一个输入目标实例点 S ，求 S 的最近邻． 

解 首先在 kd 树中找到包含点 S 的叶结点D（图中的右下区域），以点D 作为

近似最近邻．真正最近邻一定在以点 S 为中心通过点 D 的圆的内部．然后返回结

点 D 的父结点 B ，在结点 B 的另一子结点 F 的区域内搜索最近邻．结点 F 的区域

与圆不相交，不可能有最近邻点．继续返回上一级父结点 A，在结点 A的另一子结

点C 的区域内搜索最近邻．结点C 的区域与圆相交；该区域在圆内的实例点有点E ，

点 E 比点 D 更近，成为新的最近邻近似．最后得到点 E 是点 S 的最近邻． ■ 

 
图 3.5  通过 kd 树搜索最近邻 

本 章 概 要 

1．k 近邻法是基本且简单的分类与回归方法．k 近邻法的基本做法是：对给

定的训练实例点和输入实例点，首先确定输入实例点的 k 个最近邻训练实例点，然 
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后利用这 k 个训练实例点的类的多数来预测输入实例点的类． 

2．k 近邻模型对应于基于训练数据集对特征空间的一个划分． k 近邻法中，

当训练集、距离度量、 k 值及分类决策规则确定后，其结果唯一确定． 

3．k 近邻法三要素：距离度量、k 值的选择和分类决策规则．常用的距离度

量是欧氏距离及更一般的 pL 距离．k 值小时，k 近邻模型更复杂；k 值大时，k 近

邻模型更简单． k 值的选择反映了对近似误差与估计误差之间的权衡，通常由交

叉验证选择最优的 k ．常用的分类决策规则是多数表决，对应于经验风险最小化． 

4． k 近邻法的实现需要考虑如何快速搜索 k 个最近邻点． kd 树是一种便于

对 k 维空间中的数据进行快速检索的数据结构．kd 树是二叉树，表示对 k 维空间

的一个划分，其每个结点对应于 k 维空间划分中的一个超矩形区域．利用 kd 树可

以省去对大部分数据点的搜索，从而减少搜索的计算量． 

继 续 阅 读 

k 近邻法由 Cover 与 Hart 提出[1]． k 近邻法相关的理论在文献[2, 3]中已有论

述．k 近邻法的扩展可参考文献[4]．kd 树及其他快速搜索算法可参见文献[5]．关

于 k 近邻法的介绍可参考文献[2]． 

习    题 

3.1 参照图 3.1，在二维空间中给出实例点，画出 k 为 1 和 2 时的 k 近邻法构成的

空间划分，并对其进行比较，体会 k 值选择与模型复杂度及预测准确率的关系． 

3.2 利用例题 3.2 构造的 kd 树求点 T(3,4.5)x  的最近邻点． 

3.3 参照算法 3.3，写出输出为 x 的 k 近邻的算法． 

参 考 文 献 

[1] Cover T, Hart P. Nearest neighbor pattern classification. IEEE Transactions on Information Theory, 

1967  

[2] Hastie T, Tibshirani R, Friedman J. The Elements of Statistical Learning: Data Mining, Inference, 

and Prediction, 2001（中译本：统计学习基础——数据挖掘、推理与预测．范明，柴玉梅，

昝红英等译．北京：电子工业出版社，2004) 

[3] Friedman J. Flexible metric nearest neighbor classification. Technical Report, 1994 

[4] Weinberger KQ, Blitzer J, Saul LK. Distance metric learning for large margin nearest neighbor 

classification. In: Proceedings of the NIPS. 2005 

[5] Samet H. The Design and Analysis of Spatial Data Structures. Reading, MA: Addison-Wesley, 1990 

 



 

 

第 4 章 朴素贝叶斯法 

朴素贝叶斯（naïve Bayes）法是基于贝叶斯定理与特征条件独立假设的分类

方法
①
．对于给定的训练数据集，首先基于特征条件独立假设学习输入/输出的联合

概率分布；然后基于此模型，对给定的输入 x，利用贝叶斯定理求出后验概率最大

的输出 y ．朴素贝叶斯法实现简单，学习与预测的效率都很高，是一种常用的方法． 

本章叙述朴素贝叶斯法，包括朴素贝叶斯法的学习与分类、朴素贝叶斯法的

参数估计算法． 

4.1  朴素贝叶斯法的学习与分类 

4.1.1  基本方法 

设输入空间 n R 为 n 维向量的集合，输出空间为类标记集合 1{ ,c  

2 , , }Kc c ．输入为特征向量 x，输出为类标记（class label） y．X 是定义

在输入空间上的随机向量，Y 是定义在输出空间 上的随机变量． ( , )P X Y 是

X 和Y 的联合概率分布．训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

由 ( , )P X Y 独立同分布产生． 

朴素贝叶斯法通过训练数据集学习联合概率分布 ( , )P X Y ．具体地，学习以

下先验概率分布及条件概率分布．先验概率分布 

 ( )kP Y c ， 1,2, ,k K   (4.1) 

条件概率分布 

 (1) (1) ( ) ( )( | ) ( , , | ), 1,2, ,n n
k kP X x Y c P X x X x Y c k K         (4.2) 

于是学习到联合概率分布 ( , ).P X Y  

条件概率分布 ( | )kP X x Y c  有指数级数量的参数，其估计实际是不可行

的．事实上，假设 ( )jx 可取值有 jS 个， 1,2, ,j n  ，Y 可取值有 K 个，那么参数

个数为
1

n

j
j

K S

 ． 

                                                        
① 注意：朴素贝叶斯法与贝叶斯估计（Bayesian estimation）是不同的概念． 
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朴素贝叶斯法对条件概率分布作了条件独立性的假设．由于这是一个较强的

假设，朴素贝叶斯法也由此得名．具体地，条件独立性假设是 

 

(1) (1) ( ) ( )

( ) ( )

1

( | ) ( , , | )

( | )

n n
k k

n
j j

k
j

P X x Y c P X x X x Y c

P X x Y c


     

  


 

(4.3)
 

朴素贝叶斯法实际上学习到生成数据的机制，所以属于生成模型．条件独立

假设等于是说用于分类的特征在类确定的条件下都是条件独立的．这一假设使朴

素贝叶斯法变得简单，但有时会牺牲一定的分类准确率． 

朴素贝叶斯法分类时，对给定的输入 x，通过学习到的模型计算后验概率分

布 ( | )kP Y c X x  ，将后验概率最大的类作为 x 的类输出．后验概率计算根据贝

叶斯定理进行： 

 
( | ) ( )

( | )
( | ) ( )

k k
k

k kk

P X x Y c P Y c
P Y c X x

P X x Y c P Y c

  
  

  
 (4.4) 

将式 (4.3) 代入式 (4.4) 有 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( | )
( | ) , 1,2, ,

( ) ( | )

j j
k kj

k j j
k kk j

P Y c P X x Y c
P Y c X x k K

P Y c P X x Y c

  
   

  


 
  (4.5) 

这是朴素贝叶斯法分类的基本公式．于是，朴素贝叶斯分类器可表示为 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( | )
( ) arg max

( ) ( | )k

j j
k kj

j jc
k kk j

P Y c P X x Y c
y f x

P Y c P X x Y c

  
 

  


 
 (4.6) 

注意到，在式 (4.6) 中分母对所有 kc 都是相同的，所以， 

 ( ) ( )arg max ( ) ( | )
k

j j
k kjc

y P Y c P X x Y c     (4.7) 

4.1.2  后验概率最大化的含义 

朴素贝叶斯法将实例分到后验概率最大的类中．这等价于期望风险最小化．假

设选择 0-1 损失函数： 

 
1,     ( )

( , ( ))
0,    ( )

Y f X
L Y f X

Y f X


  

  

式中 ( )f X 是分类决策函数．这时，期望风险函数为 

 exp ( ) [ ( , ( ))]R f E L Y f X
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期望是对联合分布 ( , )P X Y 取的．由此取条件期望 

 exp
1

( ) [ ( , ( ))] ( | )
K

X k k
k

R f E L c f X P c X


    

为了使期望风险最小化，只需对 X x 逐个极小化，由此得到： 

 

1

1

( ) arg min ( , ) ( | )

arg min ( | )

arg min(1 ( | ))

arg max ( | )

K

k ky
k

K

k
y

k

k
y

k
y

f x L c y P c X x

P y c X x

P y c X x

P y c X x











 

  

   

  













  

这样一来，根据期望风险最小化准则就得到了后验概率最大化准则： 

 ( ) arg max ( | )
k

k
c

f x P c X x   

即朴素贝叶斯法所采用的原理． 

4.2  朴素贝叶斯法的参数估计 

4.2.1  极大似然估计 

在朴素贝叶斯法中，学习意味着估计 ( )kP Y c 和 ( ) ( )( | )j j
kP X x Y c  ．可以

应用极大似然估计法估计相应的概率．先验概率 ( )kP Y c 的极大似然估计是 

 1

( )
( )

N

i k
i

k

I y c
P Y c

N



 


， 1,2, ,k K   (4.8) 

设第 j 个特征 ( )jx 可能取值的集合为 1 2{ , , , }
jj j jSa a a ，条件概率 ( )( | )j

jl kP X a Y c   

的极大似然估计是 

 

( )

( ) 1

1

( , )
( | )

( )

N
j

i jl i k
j i

jl k N

i k
i

I x a y c
P X a Y c

I y c





 
  






 

 1,2, ,j n  ； 1,2, , jl S  ； 1,2, ,k K   (4.9) 

式中， ( )j
ix 是第 i 个样本的第 j 个特征； jla 是第 j 个特征可能取的第 l 个值； I 为

指示函数． 
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4.2.2 学习与分类算法 

下面给出朴素贝叶斯法的学习与分类算法. 

算法 4.1（朴素贝叶斯算法（naïve Bayes algorithm）） 

输入：训练数据 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中 (1) (2) ( ) T( , , , )n
i i i ix x x x  ， 

( )j
ix 是第 i 个样本的第 j 个特征， ( )

1 2{ , , , }
j

j
i j j jSx a a a  ， jla 是第 j 个特征可能取

的第 l 个值， 1,2, ,j n  ， 1,2, , jl S  ， 1 2{ , , , }i Ky c c c  ；实例 x ； 

输出：实例 x的分类． 

（1）计算先验概率及条件概率 

 

1

( )

( ) 1

1

( )
( ) , 1,2, ,

( , )
( | )

( )

1,2, , ; 1,2, , ; 1,2, ,

N

i k
i

k

N
j

i jl i k
j i

jl k N

i k
i

j

I y c
P Y c k K

N

I x a y c
P X a Y c

I y c

j n l S k K








  

 
  



  









  

 

（2）对于给定的实例 (1) (2) ( ) T( , , , )nx x x x  ，计算 

 ( ) ( )

1

( ) ( | ), 1,2, ,
n

j j
k k

j

P Y c P X x Y c k K


      

（3）确定实例 x的类 

 ( ) ( )

1

arg max ( ) ( | )
k

n
j j

k k
c

j

y P Y c P X x Y c


     ■ 

例 4.1  试由表 4.1 的训练数据学习一个朴素贝叶斯分类器并确定 T(2, )x S
的类标记 y．表中 (1)X ， (2)X 为特征，取值的集合分别为 1 {1,2,3}A  ， 2 { , , }A S M L ，

Y 为类标记， {1, 1}Y C   ． 

表 4.1  训练数据 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
(1)X  1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 
(2)X  S M M S S S M M L L L M M L L 

Y     –1 –1 1 1 –1 –1 –1 1 1 1 1 1 1 1 –1 

 

解 根据算法 4.1，由表 4.1，容易计算下列概率： 
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9

( 1)
15

P Y   ， 
6

( 1)
15

P Y     

 (1) 2
( 1| 1)

9
P X Y   ， (1) 3

( 2 | 1)
9

P X Y   , (1) 4
( 3 | 1)

9
P X Y    

 (2) 1
( | 1)

9
P X S Y   ， (2) 4

( | 1)
9

P X M Y   ， (2) 4
( | 1)

9
P X L Y    

 (1) 3
( 1| 1)

6
P X Y    ， (1) 2

( 2 | 1)
6

P X Y    ， (1) 1
( 3 | 1)

6
P X Y     

 (2) 3
( | 1)

6
P X S Y    ， (2) 2

( | 1)
6

P X M Y    ， (2) 1
( | 1)

6
P X L Y     

对于给定的 T(2, )x S 计算： 

    (1) (2) 9 3 1 1
( 1) ( 2 | 1) ( | 1)

15 9 9 45
P Y P X Y P X S Y         

    (1) (2) 6 2 3 1
( 1) ( 2 | 1) ( | 1)

15 6 6 15
P Y P X Y P X S Y            

因为 (1) (2)( 1) ( 2 | 1) ( | 1)P Y P X Y P X S Y        最大，所以 1y   ． ■ 

4.2.3  贝叶斯估计 

用极大似然估计可能会出现所要估计的概率值为 0 的情况．这时会影响到后

验概率的计算结果，使分类产生偏差．解决这一问题的方法是采用贝叶斯估计．具

体地，条件概率的贝叶斯估计是 

 

( )

( ) 1

1

( , )
( | )

( )

N
j

i jl i k
j i

jl k N

i k j
i

I x a y c
P X a Y c

I y c S










  
  

 




 (4.10) 

式中 0≥ ．等价于在随机变量各个取值的频数上赋予一个正数 0  ．当 0  时

就是极大似然估计．常取 1  ，这时称为拉普拉斯平滑（Laplace smoothing）．显

然，对任何 1,2, , jl S  ， 1,2, ,k K  ，有 

 

( )

( )

1

( | ) 0

( | ) 1
j

j
jl k

S
j

jl k
l

P X a Y c

P X a Y c





  

  
  

表明式 (4.10) 确为一种概率分布．同样, 先验概率的贝叶斯估计是 

 1

( )
( )

N

i k
i

k

I y c
P Y c

N K






 
 




 (4.11) 
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例 4.2  问题同例 4.1，按照拉普拉斯平滑估计概率，即取 1  . 

解  1 {1,2,3}A  ， 2 { , , }A S M L ， {1, 1}C   ．按照式 (4.10) 和式 (4.11) 计算下

列概率： 

 
10

( 1)
17

P Y   ， 
7

( 1)
17

P Y     

 (1) 3
( 1| 1)

12
P X Y   ， (1) 4

( 2 | 1)
12

P X Y   ， (1) 5
( 3 | 1)

12
P X Y    

 (2) 2
( | 1)

12
P X S Y   ， (2) 5

( | 1)
12

P X M Y   ， (2) 5
( | 1)

12
P X L Y    

 (1) 4
( 1| 1)

9
P X Y    ， (1) 3

( 2 | 1)
9

P X Y    ， (1) 2
( 3 | 1)

9
P X Y     

 (2) 4
( | 1)

9
P X S Y    ， (2) 3

( | 1)
9

P X M Y    ， (2) 2
( | 1)

9
P X L Y     

对于给定的 T(2, )x S 计算： 

  (1) (2) 10 4 2 5
( 1) ( 2 | 1) ( | 1) 0.0327

17 12 12 153
P Y P X Y P X S Y          

  (1) (2) 7 3 4 28
( 1) ( 2 | 1) ( | 1) 0.0610

17 9 9 459
P Y P X Y P X S Y             

由于 (1) (2)( 1) ( 2 | 1) ( | 1)P Y P X Y P X S Y        最大，所以 1y   ． ■ 

本 章 概 要 

1．朴素贝叶斯法是典型的生成学习方法．生成方法由训练数据学习联合概

率分布 ( , )P X Y ，然后求得后验概率分布 ( | )P Y X ．具体来说，利用训练数据学习

( | )P X Y 和 ( )P Y 的估计，得到联合概率分布： 

 ( , ) ( ) ( | )P X Y P Y P X Y  

概率估计方法可以是极大似然估计或贝叶斯估计： 

2．朴素贝叶斯法的基本假设是条件独立性， 

 

(1) (1) ( ) ( )

( ) ( )

1

( | ) ( , , | )

( | )

n n
k k

n
j j

k
j

P X x Y c P X x X x Y c

P X x Y c


     

  


 

这是一个较强的假设．由于这一假设，模型包含的条件概率的数量大为减少，朴

素贝叶斯法的学习与预测大为简化．因而朴素贝叶斯法高效，且易于实现．其缺
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点是分类的性能不一定很高． 

3．朴素贝叶斯法利用贝叶斯定理与学到的联合概率模型进行分类预测． 

 
( , ) ( ) ( | )

( | )
( ) ( ) ( | )

Y

P X Y P Y P X Y
P Y X

P X P Y P X Y
 


 

将输入 x 分到后验概率最大的类 y． 

 ( )

1

arg max ( ) ( | )
k

n
j

k j k
c

j

y P Y c P X x Y c


     

后验概率最大等价于 0-1 损失函数时的期望风险最小化． 

继 续 阅 读 

朴素贝叶斯法的介绍可见文献[1, 2]．朴素贝叶斯法中假设输入变量都是条件

独立的，如果假设它们之间存在概率依存关系，模型就变成了贝叶斯网络，参见

文献[3]． 

习    题 

4.1 用极大似然估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式 (4.8) 及公式 (4.9) ． 

4.2 用贝叶斯估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式 (4.10) 及公式 (4.11) ． 

参 考 文 献 

[1] Mitchell TM. Chapter 1: Generative and discriminative classifiers: Naïve Bayes and logistic regression. 
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[2] Hastie T, Tibshirani R, Friedman J. The Elements of Statistical Learning. Data Mining, Inference, 

and Prediction. Springer-Verlag, 2001（中译本：统计学习基础——数据挖掘、推理与预测．范

明，柴玉梅，昝红英等译．北京：电子工业出版社，2004) 
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第 5 章 决 策 树 

决策树（decision tree）是一种基本的分类与回归方法．本章主要讨论用于分类

的决策树．决策树模型呈树形结构，在分类问题中，表示基于特征对实例进行分类

的过程．它可以认为是 if-then 规则的集合，也可以认为是定义在特征空间与类空

间上的条件概率分布．其主要优点是模型具有可读性，分类速度快．学习时，利用

训练数据，根据损失函数最小化的原则建立决策树模型．预测时，对新的数据，利

用决策树模型进行分类．决策树学习通常包括 3 个步骤：特征选择、决策树的生成

和决策树的修剪．这些决策树学习的思想主要来源于由Quinlan在1986年提出的 ID3

算法和 1993年提出的C4.5 算法，以及由Breiman 等人在 1984年提出的CART算法． 

本章首先介绍决策树的基本概念，然后通过 ID3 和 C4.5 介绍特征的选择、决

策树的生成以及决策树的修剪，最后介绍 CART 算法． 

5.1  决策树模型与学习 

5.1.1  决策树模型 

定义 5.1（决策树） 分类决策树模型是一种描述对实例进行分类的树形结

构．决策树由结点（node）和有向边（directed edge）组成．结点有两种类型：内

部结点（internal node）和叶结点（leaf node）．内部结点表示一个特征或属性，叶

结点表示一个类． 
用决策树分类，从根结点开始，对实例的某一特征进行测试，根据测试结果，

将实例分配到其子结点；这时，每一个子结点对应着该特征的一个取值．如此递

归地对实例进行测试并分配，直至达到叶结点．最后将实例分到叶结点的类中． 

图 5.1 是一个决策树的示意图．图中圆和方框分别表示内部结点和叶结点． 

 
图 5.1  决策树模型 
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5.1.2  决策树与 if-then 规则 

可以将决策树看成一个 if-then 规则的集合．将决策树转换成 if-then 规则的

过程是这样的：由决策树的根结点到叶结点的每一条路径构建一条规则；路径上

内部结点的特征对应着规则的条件，而叶结点的类对应着规则的结论．决策树的

路径或其对应的 if-then 规则集合具有一个重要的性质：互斥并且完备．这就是说，

每一个实例都被一条路径或一条规则所覆盖，而且只被一条路径或一条规则所覆

盖．这里所谓覆盖是指实例的特征与路径上的特征一致或实例满足规则的条件． 

5.1.3  决策树与条件概率分布 

决策树还表示给定特征条件下类的条件概率分布．这一条件概率分布定义在

特征空间的一个划分（partition）上．将特征空间划分为互不相交的单元（cell）或

区域（region），并在每个单元定义一个类的概率分布就构成了一个条件概率分

布．决策树的一条路径对应于划分中的一个单元．决策树所表示的条件概率分布

由各个单元给定条件下类的条件概率分布组成．假设 X 为表示特征的随机变量，

Y 为表示类的随机变量，那么这个条件概率分布可以表示为 ( | )P Y X ．X 取值于

给定划分下单元的集合，Y 取值于类的集合．各叶结点（单元）上的条件概率往

往偏向某一个类，即属于某一类的概率较大．决策树分类时将该结点的实例强行

分到条件概率大的那一类去． 

图 5.2（a）示意地表示了特征空间的一个划分．图中的大正方形表示特征空

间．这个大正方形被若干个小矩形分割，每个小矩形表示一个单元．特征空间划

分上的单元构成了一个集合， X 取值为单元的集合．为简单起见，假设只有两  

类：正类和负类，即Y 取值为+1 和–1．小矩形中的数字表示单元的类．图 5.2（b）

示意地表示特征空间划分确定时，特征（单元）给定条件下类的条件概率分布.

图 5.2（b）中条件概率分布对应于图 5.2（a）的划分．当某个单元 c 的条件概率满

足 ( 1| ) 0.5P Y X c    时，则认为这个单元属于正类，即落在这个单元的实例

都被视为正例．图 5.2（c）为对应于图 5.2（b）中条件概率分布的决策树． 

5.1.4  决策树学习 

决策树学习，假设给定训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N ND x y x y x y   

其中， (1) (2) ( ) T( , , , )n
i i i ix x x x  为输入实例（特征向量）, n为特征个数， {1,2, , }iy K 

为类标记， 1,2, ,i N  ，N 为样本容量．学习的目标是根据给定的训练数据集构

建一个决策树模型，使它能够对实例进行正确的分类． 
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图 5.2 决策树对应于条件概率分布 

决策树学习本质上是从训练数据集中归纳出一组分类规则．与训练数据集不

相矛盾的决策树（即能对训练数据进行正确分类的决策树）可能有多个，也可能

一个也没有．我们需要的是一个与训练数据矛盾较小的决策树，同时具有很好的

泛化能力．从另一个角度看，决策树学习是由训练数据集估计条件概率模型．基

于特征空间划分的类的条件概率模型有无穷多个．我们选择的条件概率模型应该

不仅对训练数据有很好的拟合，而且对未知数据有很好的预测． 

决策树学习用损失函数表示这一目标．如下所述，决策树学习的损失函数通常

是正则化的极大似然函数．决策树学习的策略是以损失函数为目标函数的最小化． 

当损失函数确定以后，学习问题就变为在损失函数意义下选择最优决策树的

问题．因为从所有可能的决策树中选取最优决策树是 NP 完全问题，所以现实中

决策树学习算法通常采用启发式方法，近似求解这一最优化问题．这样得到的决

策树是次最优（sub-optimal）的． 

决策树学习的算法通常是一个递归地选择最优特征，并根据该特征对训练数

据进行分割，使得对各个子数据集有一个最好的分类的过程．这一过程对应着对

特征空间的划分，也对应着决策树的构建．开始，构建根结点，将所有训练数据
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都放在根结点．选择一个最优特征，按照这一特征将训练数据集分割成子集，使

得各个子集有一个在当前条件下最好的分类．如果这些子集已经能够被基本正确

分类，那么构建叶结点，并将这些子集分到所对应的叶结点中去；如果还有子集

不能被基本正确分类，那么就对这些子集选择新的最优特征，继续对其进行分割，

构建相应的结点．如此递归地进行下去，直至所有训练数据子集被基本正确分类，

或者没有合适的特征为止．最后每个子集都被分到叶结点上，即都有了明确的

类．这就生成了一棵决策树． 

以上方法生成的决策树可能对训练数据有很好的分类能力，但对未知的测试

数据却未必有很好的分类能力，即可能发生过拟合现象．我们需要对已生成的树

自下而上进行剪枝，将树变得更简单，从而使它具有更好的泛化能力．具体地，

就是去掉过于细分的叶结点，使其回退到父结点，甚至更高的结点，然后将父结

点或更高的结点改为新的叶结点． 

如果特征数量很多，也可以在决策树学习开始的时候，对特征进行选择，只

留下对训练数据有足够分类能力的特征． 

可以看出，决策树学习算法包含特征选择、决策树的生成与决策树的剪枝过

程．由于决策树表示一个条件概率分布，所以深浅不同的决策树对应着不同复杂度

的概率模型．决策树的生成对应于模型的局部选择，决策树的剪枝对应于模型的全

局选择．决策树的生成只考虑局部最优，相对地，决策树的剪枝则考虑全局最优． 
决策树学习常用的算法有 ID3、C4.5 与 CART，下面结合这些算法分别叙述

决策树学习的特征选择、决策树的生成和剪枝过程． 

5.2 特 征 选 择 

5.2.1  特征选择问题 

特征选择在于选取对训练数据具有分类能力的特征．这样可以提高决策树学

习的效率．如果利用一个特征进行分类的结果与随机分类的结果没有很大差别，

则称这个特征是没有分类能力的．经验上扔掉这样的特征对决策树学习的精度影

响不大．通常特征选择的准则是信息增益或信息增益比． 

首先通过一个例子来说明特征选择问题． 
例 5.1① 表 5.1 是一个由 15 个样本组成的贷款申请训练数据．数据包括贷款

申请人的 4 个特征（属性）：第 1 个特征是年龄，有 3 个可能值：青年，中年，老

年；第 2 个特征是有工作，有 2 个可能值：是，否；第 3 个特征是有自己的房子，

有 2 个可能值：是，否；第 4 个特征是信贷情况，有 3 个可能值：非常好，好，一

般．表的最后一列是类别，是否同意贷款，取 2 个值：是，否． 

                                                        
① 此例取自参考文献[5]． 
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表 5.1  贷款申请样本数据表 

ID 年龄 有工作 有自己的房子 信贷情况 类别 

1 青年 否 否 一般 否 

2 青年 否 否 好 否 

3 青年 是 否 好 是 

4 青年 是 是 一般 是 

5 青年 否 否 一般 否 

6 中年 否 否 一般 否 

7 中年 否 否 好 否 

8 中年 是 是 好 是 

9 中年 否 是 非常好 是 

10 中年 否 是 非常好 是 

11 老年 否 是 非常好 是 

12 老年 否 是 好 是 

13 老年 是 否 好 是 

14 老年 是 否 非常好 是 

15 老年 否 否 一般 否 

 

希望通过所给的训练数据学习一个贷款申请的决策树，用以对未来的贷款申

请进行分类，即当新的客户提出贷款申请时，根据申请人的特征利用决策树决定

是否批准贷款申请． ■ 

特征选择是决定用哪个特征来划分特征空间． 

图 5.3 表示从表 5.1 数据学习到的两个可能的决策树，分别由两个不同特征

的根结点构成．图 5.3（a）所示的根结点的特征是年龄，有 3 个取值，对应于不同

的取值有不同的子结点．图 5.3（b）所示的根结点的特征是有工作，有 2 个取值，

对应于不同的取值有不同的子结点．两个决策树都可以从此延续下去．问题是：

究竟选择哪个特征更好些？这就要求确定选择特征的准则．直观上，如果一个特

征具有更好的分类能力，或者说，按照这一特征将训练数据集分割成子集，使得

各个子集在当前条件下有最好的分类，那么就更应该选择这个特征．信息增益

（information gain）就能够很好地表示这一直观的准则． 

 
图 5.3  不同特征决定的不同决策树 
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5.2.2  信息增益 

为了便于说明，先给出熵与条件熵的定义． 

在信息论与概率统计中，熵（entropy）是表示随机变量不确定性的度量．设

X 是一个取有限个值的离散随机变量，其概率分布为 

 ( )i iP X x p  ， 1, 2, ,i n   

则随机变量 X 的熵定义为 

 
1

( ) log
n

i i
i

H X p p


   (5.1) 

在式 (5.1) 中，若 0ip  ，则定义 0log 0 0 ．通常，式 (5.1) 中的对数以 2 为底或

以 e 为底（自然对数），这时熵的单位分别称作比特（bit）或纳特（nat）．由定义可

知，熵只依赖于 X 的分布，而与 X 的取值无关，所以也可将 X 的熵记作 ( )H p ，即 

 
1

( ) log
n

i i
i

H p p p


   (5.2) 

熵越大，随机变量的不确定性就越大．从定义可验证 

 0 ( ) logH p n≤ ≤  (5.3) 

当随机变量只取两个值，例如 1，0 时，即 X 的分布为 

 ( 1)P X p  ， ( 0) 1P X p   ， 0 1p≤ ≤  

熵为 

 2 2( ) log (1 ) log (1 )H p p p p p      (5.4) 

这时，熵 ( )H p 随概率 p 变化的曲线如图 5.4 所示（单位为比特）． 

 
图 5.4  分布为贝努利分布时熵与概率的关系 

当 0p  或 1p  时 ( ) 0H p  ，随机变量完全没有不确定性．当 0.5p  时，

( ) 1H p  ，熵取值最大，随机变量不确定性最大． 
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设有随机变量 ( , )X Y ，其联合概率分布为 

 ( , )i j ijP X x Y y p   ， 1,2, ,i n  ； 1,2, ,j m   

条件熵 ( | )H Y X 表示在已知随机变量 X 的条件下随机变量Y 的不确定性．随机变

量 X 给定的条件下随机变量Y 的条件熵（conditional entropy） ( | )H Y X ，定义为

X 给定条件下Y 的条件概率分布的熵对 X 的数学期望 

 
1

( | ) ( | )
n

i i
i

H Y X p H Y X x


   (5.5) 

这里， ( )i ip P X x  ， 1,2, ,i n  ． 

当熵和条件熵中的概率由数据估计（特别是极大似然估计）得到时，所对应

的熵与条件熵分别称为经验熵（empirical entropy）和经验条件熵（empirical 

conditional entropy）．此时，如果有 0 概率，令 0log 0 0 ． 
信息增益（information gain）表示得知特征 X 的信息而使得类Y 的信息的不

确定性减少的程度． 

定义 5.2（信息增益）  特征 A对训练数据集 D 的信息增益 ( , )g D A ，定义为

集合 D 的经验熵 ( )H D 与特征 A给定条件下 D 的经验条件熵 ( | )H D A 之差，即 

 ( , ) ( ) ( | )g D A H D H D A   (5.6) 

一般地，熵 ( )H Y 与条件熵 ( | )H Y X 之差称为互信息（mutual information）．决

策树学习中的信息增益等价于训练数据集中类与特征的互信息． 
决策树学习应用信息增益准则选择特征．给定训练数据集 D 和特征 A，经验

熵 ( )H D 表示对数据集 D 进行分类的不确定性．而经验条件熵 ( | )H D A 表示在特

征 A给定的条件下对数据集 D 进行分类的不确定性．那么它们的差，即信息增益，

就表示由于特征 A而使得对数据集 D 的分类的不确定性减少的程度．显然，对于

数据集 D 而言，信息增益依赖于特征，不同的特征往往具有不同的信息增益．信

息增益大的特征具有更强的分类能力． 

根据信息增益准则的特征选择方法是：对训练数据集（或子集）D ，计算其

每个特征的信息增益，并比较它们的大小，选择信息增益最大的特征． 

设训练数据集为 D ，| |D 表示其样本容量，即样本个数．设有 K 个类 kC ，k   

1,2, , K ，| |kC  为属于类 kC 的样本个数，
1

| | | |
K

k
k

C D


 ．设特征 A有 n 个不同的

取值 1 2{ , , , }na a a ，根据特征 A的取值将 D 划分为 n 个子集 1 2, , , nD D D ，| |iD 为

iD 的样本个数，
1

| | | |
n

i
i

D D


 ．记子集 iD 中属于类 kC 的样本的集合为 ikD ，即

ik i kD D C  ， | |ikD 为 ikD 的样本个数．于是信息增益的算法如下： 

算法 5.1（信息增益的算法） 

输入：训练数据集 D 和特征 A； 
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输出：特征 A对训练数据集 D 的信息增益 ( , )g D A ． 

（1）计算数据集 D 的经验熵 ( )H D  

 2
1

| | | |
( ) log

| | | |

K
k k

k

C C
H D

D D

   (5.7) 

（2）计算特征 A对数据集 D 的经验条件熵 ( | )H D A  

 2
1 1 1

| | | | | | | |
( | ) ( ) log

| | | | | | | |

n n K
i i ik ik

i
i i k i i

D D D D
H D A H D

D D D D  

      (5.8) 

（3）计算信息增益 
 ( , ) ( ) ( | )g D A H D H D A   (5.9)  ■ 

例 5.2 对表 5.1 所给的训练数据集 D ，根据信息增益准则选择最优特征． 
解  首先计算经验熵 ( )H D ． 

 2 2

9 9 6 6
( ) log log 0.971

15 15 15 15
H D      

然后计算各特征对数据集 D 的信息增益．分别以 1A ， 2A ， 3A ， 4A 表示年龄、

有工作、有自己的房子和信贷情况 4 个特征，则 

（1） 

 

1 1 2 3

2 2

2 2 2 2

5 5 5
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

15 15 15

5 2 2 3 3
0.971 log log

15 5 5 5 5

5 3 3 2 2 5 4 4 1 1
log log log log

15 5 5 5 5 15 5 5 5 5

0.971 0.888 0.083

g D A H D H D H D H D
      
        

              
  

 

这里 1D ， 2D ， 3D 分别是 D 中 1A（年龄）取值为青年、中年和老年的样本子集．类

似地， 

（2） 

 
2 1 2

2 2

5 10
( , ) ( ) ( ) ( )

15 15

5 10 4 4 6 6
0.971 0 log log 0.324

15 15 10 10 10 10

g D A H D H D H D
     
            

 

（3） 

 3 2 2

6 9 3 3 6 6
( , ) 0.971 0 log log

15 15 9 9 9 9

0.971 0.551 0.420

g D A
           

  
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（4） 

 4( , ) 0.971 0.608 0.363g D A     

最后，比较各特征的信息增益值．由于特征 3A（有自己的房子）的信息增益

值最大，所以选择特征 3A 作为最优特征． ■ 

5.2.3  信息增益比 

信息增益值的大小是相对于训练数据集而言的，并没有绝对意义．在分类问

题困难时，也就是说在训练数据集的经验熵大的时候，信息增益值会偏大．反之，

信息增益值会偏小．使用信息增益比（information gain ratio）可以对这一问题进

行校正．这是特征选择的另一准则． 

定义 5.3（信息增益比）  特征 A对训练数据集 D 的信息增益比 ( , )Rg D A 定义

为其信息增益 ( , )g D A 与训练数据集 D 的经验熵 ( )H D 之比： 

 
( , )

( , )
( )R

g D A
g D A

H D
  (5.10) 

5.3 决策树的生成 

本节将介绍决策树学习的生成算法．首先介绍 ID3 的生成算法，然后再介绍

C4.5 中的生成算法．这些都是决策树学习的经典算法． 

5.3.1  ID3 算法 

ID3 算法的核心是在决策树各个结点上应用信息增益准则选择特征，递归地

构建决策树．具体方法是：从根结点（root node）开始，对结点计算所有可能的

特征的信息增益，选择信息增益最大的特征作为结点的特征，由该特征的不同取

值建立子结点；再对子结点递归地调用以上方法，构建决策树；直到所有特征的

信息增益均很小或没有特征可以选择为止．最后得到一个决策树．ID3 相当于用

极大似然法进行概率模型的选择． 

算法 5.2（ID3 算法） 

输入：训练数据集 D ，特征集 A，阈值 ； 

输出：决策树 T． 

（1）若 D 中所有实例属于同一类 kC ，则T 为单结点树，并将类 kC 作为该结

点的类标记，返回T ； 

（2）若 A ，则T 为单结点树，并将 D 中实例数最大的类 kC 作为该结点的

类标记，返回T ； 
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（3）否则，按算法 5.1 计算 A中各特征对 D 的信息增益，选择信息增益最大

的特征 gA ； 

（4）如果 gA 的信息增益小于阈值 ，则置T 为单结点树，并将 D 中实例数最

大的类 kC 作为该结点的类标记，返回T ； 

（5）否则，对 gA 的每一可能值 ia ，依 g iA a 将D 分割为若干非空子集 iD ，将

iD 中实例数最大的类作为标记，构建子结点，由结点及其子结点构成树 T，返回 T； 

（6）对第 i 个子结点，以 iD 为训练集，以 { }gA A 为特征集，递归地调用

步 (1) ～步 (5)，得到子树 iT ，返回 iT ． ■ 

例 5.3  对表 5.1 的训练数据集，利用 ID3 算法建立决策树． 

解  利用例 5.2 的结果，由于特征 3A（有自己的房子）的信息增益值最大，所

以选择特征 3A 作为根结点的特征．它将训练数据集 D 划分为两个子集 1D （ 3A 取

值为“是”）和 2D （ 3A 取值为“否”）．由于 1D 只有同一类的样本点，所以它成

为一个叶结点，结点的类标记为“是”． 

对 2D 则需从特征 1A（年龄）， 2A（有工作）和 4A （信贷情况）中选择新的特

征．计算各个特征的信息增益： 

 
2 1 2 2 1

2 2 2 2 2

2 4 2 2 4

( , ) ( ) ( | ) 0.918 0.667 0.251

( , ) ( ) ( | ) 0.918

( , ) ( ) ( | ) 0.474

g D A H D H D A

g D A H D H D A

g D A H D H D A

    
  
  

 

选择信息增益最大的特征 2A （有工作）作为结点的特征．由于 2A 有两个可能取

值，从这一结点引出两个子结点：一个对应“是”（有工作）的子结点，包含 3

个样本，它们属于同一类，所以这是一个叶结点，类标记为“是”；另一个是对

应“否”（无工作）的子结点，包含 6 个样本，它们也属于同一类，所以这也是

一个叶结点，类标记为“否”． 

这样生成一个如图 5.5 所示的决策树．该决策树只用了两个特征（有两个内

部结点）． ■ 

 
图 5.5  决策树的生成 
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ID3 算法只有树的生成，所以该算法生成的树容易产生过拟合． 

5.3.2  C4.5 的生成算法 

C4.5 算法与 ID3 算法相似，C4.5 算法对 ID3 算法进行了改进．C4.5 在生成

的过程中，用信息增益比来选择特征． 

算法 5.3（C4.5 的生成算法） 

输入：训练数据集 D ，特征集 A，阈值 ； 

输出：决策树 T． 

（1）如果 D 中所有实例属于同一类 kC ，则置T 为单结点树，并将 kC 作为该

结点的类，返回T ； 

（2）如果 A  ，则置T 为单结点树，并将 D 中实例数最大的类 kC 作为该结

点的类，返回T ； 

（3）否则，按式(5.10)计算 A 中各特征对 D 的信息增益比，选择信息增益比

最大的特征 gA ； 

（4）如果 gA 的信息增益比小于阈值 ，则置T 为单结点树，并将 D 中实例数

最大的类 kC 作为该结点的类，返回T ； 

（5）否则，对 gA 的每一可能值 ia ，依 g iA a 将D 分割为子集若干非空 iD ，将

iD 中实例数最大的类作为标记，构建子结点，由结点及其子结点构成树 T，返回 T； 

（6）对结点 i ，以 iD 为训练集，以 { }gA A 为特征集，递归地调用步(1)～步(5)，

得到子树 iT ，返回 iT . ■ 

5.4  决策树的剪枝 

决策树生成算法递归地产生决策树，直到不能继续下去为止．这样产生的树

往往对训练数据的分类很准确，但对未知的测试数据的分类却没有那么准确，即

出现过拟合现象．过拟合的原因在于学习时过多地考虑如何提高对训练数据的正

确分类，从而构建出过于复杂的决策树．解决这个问题的办法是考虑决策树的复

杂度，对已生成的决策树进行简化． 

在决策树学习中将已生成的树进行简化的过程称为剪枝（pruning）．具体地，

剪枝从已生成的树上裁掉一些子树或叶结点，并将其根结点或父结点作为新的叶

结点，从而简化分类树模型． 

本节介绍一种简单的决策树学习的剪枝算法． 

决策树的剪枝往往通过极小化决策树整体的损失函数（loss function）或代价

函数（cost function）来实现．设树T 的叶结点个数为 | |T ， t 是树T 的叶结点，该
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叶结点有 tN 个样本点，其中 k 类的样本点有 tkN 个， 1,2, ,k K  ， ( )tH T 为叶结

点 t 上的经验熵， 0≥ 为参数，则决策树学习的损失函数可以定义为 

 
| |

1

( ) ( ) | |
T

t t
t

C T N H T T 


   (5.11) 

其中经验熵为 

 ( ) logtk tk
t

k t t

N N
H T

N N
   (5.12) 

在损失函数中，将式 (5.11) 右端的第 1 项记作 

 
| | | |

1 1 1

( ) ( ) log
T T K

tk
t t tk

t t k t

N
C T N H T N

N  

     (5.13) 

这时有 

 ( ) ( ) | |C T C T T    (5.14) 

式(5.14)中， ( )C T 表示模型对训练数据的预测误差，即模型与训练数据的拟合程

度， | |T 表示模型复杂度，参数 0≥ 控制两者之间的影响．较大的 促使选择较

简单的模型（树），较小的 促使选择较复杂的模型（树）． 0  意味着只考虑

模型与训练数据的拟合程度，不考虑模型的复杂度． 

剪枝，就是当 确定时，选择损失函数最小的模型，即损失函数最小的子

树．当 值确定时，子树越大，往往与训练数据的拟合越好，但是模型的复杂度

就越高；相反，子树越小，模型的复杂度就越低，但是往往与训练数据的拟合不

好．损失函数正好表示了对两者的平衡. 

可以看出，决策树生成只考虑了通过提高信息增益（或信息增益比）对训练

数据进行更好的拟合．而决策树剪枝通过优化损失函数还考虑了减小模型复杂

度．决策树生成学习局部的模型，而决策树剪枝学习整体的模型． 

式 (5.11) 或式 (5.14) 定义的损失函数的极小化等价于正则化的极大似然估

计．所以，利用损失函数最小原则进行剪枝就是用正则化的极大似然估计进行模

型选择． 

图 5.6 是决策树剪枝过程的示意图．下面介绍剪枝算法． 

算法 5.4（树的剪枝算法） 

输入：生成算法产生的整个树T ，参数 ； 

输出：修剪后的子树T ． 

（1）计算每个结点的经验熵． 

（2）递归地从树的叶结点向上回缩． 
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图 5.6  决策树的剪枝 

设一组叶结点回缩到其父结点之前与之后的整体树分别为 BT 与 AT ，其对应

的损失函数值分别是 ( )BC T 与 ( )AC T ，如果 

 ( ) ( )A BC T C T ≤  (5.15) 

则进行剪枝，即将父结点变为新的叶结点． 

（3）返回 (2)，直至不能继续为止，得到损失函数最小的子树T ． ■ 

注意，式 (5.15) 只需考虑两个树的损失函数的差，其计算可以在局部进行．所

以，决策树的剪枝算法可以由一种动态规划的算法实现．类似的动态规划算法可

参见文献[10]． 

5.5  CART 算法 

分类与回归树（classification and regression tree，CART）模型由 Breiman 等

人在 1984 年提出，是应用广泛的决策树学习方法．CART 同样由特征选择、树

的生成及剪枝组成，既可以用于分类也可以用于回归．以下将用于分类与回归的

树统称为决策树． 

CART 是在给定输入随机变量 X 条件下输出随机变量Y 的条件概率分布的

学习方法．CART 假设决策树是二叉树，内部结点特征的取值为“是”和“否”，左

分支是取值为“是”的分支，右分支是取值为“否”的分支．这样的决策树等价于

递归地二分每个特征，将输入空间即特征空间划分为有限个单元，并在这些单元

上确定预测的概率分布，也就是在输入给定的条件下输出的条件概率分布． 

CART 算法由以下两步组成： 

（1）决策树生成：基于训练数据集生成决策树，生成的决策树要尽量大； 
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（2）决策树剪枝：用验证数据集对已生成的树进行剪枝并选择最优子树，这

时用损失函数最小作为剪枝的标准． 

5.5.1  CART 生成 

决策树的生成就是递归地构建二叉决策树的过程．对回归树用平方误差最小化

准则，对分类树用基尼指数（Gini index）最小化准则，进行特征选择，生成二叉树． 

1．回归树的生成 

假设 X 与Y 分别为输入和输出变量，并且Y 是连续变量，给定训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N ND x y x y x y   

考虑如何生成回归树． 

一个回归树对应着输入空间（即特征空间）的一个划分以及在划分的单元上

的输出值．假设已将输入空间划分为M 个单元 1 2, , , MR R R ，并且在每个单元 mR 上

有一个固定的输出值 mc ，于是回归树模型可表示为 

 
1

( ) ( )
M

m m
m

f x c I x R


   (5.16) 

当输入空间的划分确定时，可以用平方误差 2( ( ))
i m

i i
x R

y f x


 来表示回归树对 

于训练数据的预测误差，用平方误差最小的准则求解每个单元上的最优输出

值．易知，单元 mR 上的 mc 的最优值 ˆmc 是 mR 上的所有输入实例 ix 对应的输出 iy 的

均值，即 
 ˆ ave( | )m i i mc y x R   (5.17) 

问题是怎样对输入空间进行划分．这里采用启发式的方法，选择第 j 个变量
( )jx 和它取的值 s，作为切分变量（splitting variable）和切分点（splitting point），

并定义两个区域： 

 ( )
1( , ) { | }jR j s x x s ≤  和 ( )

2 ( , ) { | }jR j s x x s   (5.18) 

然后寻找最优切分变量 j 和最优切分点 s．具体地，求解 

 
1 2

1 2

2 2
1 2

,
( , ) ( , )

min min ( ) min ( )
i i

i i
j s c c

x R j s x R j s

y c y c
 

 
   

 
   (5.19) 

对固定输入变量 j 可以找到最优切分点 s． 

 1 1ˆ ave( | ( , ))i ic y x R j s   和 2 2ˆ ave( | ( , ))i ic y x R j s   (5.20) 

遍历所有输入变量，找到最优的切分变量 j ，构成一个对 ( , )j s ．依此将输入空间
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划分为两个区域．接着，对每个区域重复上述划分过程，直到满足停止条件为

止．这样就生成一棵回归树．这样的回归树通常称为最小二乘回归树（least squares 

regression tree），现将算法叙述如下： 

算法 5.5（最小二乘回归树生成算法） 

输入：训练数据集 D ； 

输出：回归树 ( )f x ． 

在训练数据集所在的输入空间中，递归地将每个区域划分为两个子区域并决

定每个子区域上的输出值，构建二叉决策树： 

（1）选择最优切分变量 j 与切分点 s，求解 

 
1 2

1 2

2 2
1 2

,
( , ) ( , )

min min ( ) min ( )
i i

i i
j s c c

x R j s x R j s

y c y c
 

 
   

 
   (5.21) 

遍历变量 j ，对固定的切分变量 j 扫描切分点 s ，选择使式 (5.21) 达到最小

值的对 ( , )j s ． 

（2）用选定的对 ( , )j s 划分区域并决定相应的输出值： 

 ( )
1( , ) { | }jR j s x x s ≤ ， ( )

2 ( , ) { | }jR j s x x s   

 
( , )

1
ˆ

i m

m i
x R j sm

c y
N 

  ， mx R ， 1,2m   

（3）继续对两个子区域调用步骤 (1)，(2)，直至满足停止条件． 

（4）将输入空间划分为 M 个区域 1 2, , , MR R R ，生成决策树： 

 
1

ˆ( ) ( )
M

m m
m

f x c I x R


   ■ 

2．分类树的生成 

分类树用基尼指数选择最优特征，同时决定该特征的最优二值切分点． 

定义 5.4（基尼指数）  分类问题中，假设有 K 个类，样本点属于第 k 类的概

率为 kp ，则概率分布的基尼指数定义为 

 2

1 1

Gini( ) (1 ) 1
K K

k k k
k k

p p p p
 

      (5.22) 

对于二类分类问题，若样本点属于第 1 个类的概率是 p ，则概率分布的基尼指数为 

 Gini( ) 2 (1 )p p p   (5.23) 

对于给定的样本集合 D ，其基尼指数为 

 
2

1

| |
Gini( ) 1

| |

K
k

k

C
D

D

 
   

 
  (5.24) 

这里， kC 是 D 中属于第 k 类的样本子集， K 是类的个数． 
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如果样本集合 D 根据特征 A是否取某一可能值 a被分割成 1D 和 2D 两部分，即 

  1 ( , ) | ( )D x y D A x a   ， 2 1D D D   

则在特征 A 的条件下，集合 D 的基尼指数定义为 

 1 2
1 2Gini( , ) Gini( ) Gini( )

D D
D A D D

D D
   (5.25) 

基尼指数Gini( )D 表示集合 D 的不确定性，基尼指数Gini( , )D A 表示经 A a 分割

后集合 D 的不确定性．基尼指数值越大，样本集合的不确定性也就越大，这一点

与熵相似． 

图 5.7 显示二类分类问题中基尼指数Gini( )p 、熵（单位比特）之半
1

( )
2

H p 和

分类误差率的关系．横坐标表示概率 p ，纵坐标表示损失．可以看出基尼指数和

熵之半的曲线很接近，都可以近似地代表分类误差率． 

 
图 5.7  二类分类中基尼指数、熵之半和分类误差率的关系 

算法 5.6（CART 生成算法） 

输入：训练数据集 D ，停止计算的条件； 

输出：CART 决策树． 

根据训练数据集，从根结点开始，递归地对每个结点进行以下操作，构建二

叉决策树： 

（1）设结点的训练数据集为 D ，计算现有特征对该数据集的基尼指数．此时，

对每一个特征 A，对其可能取的每个值 a，根据样本点对 A a 的测试为“是”或

“否”将 D 分割成 1D 和 2D 两部分，利用式（5.25）计算 A a 时的基尼指数． 

（2）在所有可能的特征 A以及它们所有可能的切分点 a中，选择基尼指数最

小的特征及其对应的切分点作为最优特征与最优切分点．依最优特征与最优切分

点，从现结点生成两个子结点，将训练数据集依特征分配到两个子结点中去． 
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（3）对两个子结点递归地调用（1），（2），直至满足停止条件． 

（4）生成 CART 决策树． ■ 

算法停止计算的条件是结点中的样本个数小于预定阈值，或样本集的基尼指

数小于预定阈值（样本基本属于同一类），或者没有更多特征． 

例 5.4  根据表 5.1 所给训练数据集，应用 CART 算法生成决策树． 

解  首先计算各特征的基尼指数，选择最优特征以及其最优切分点．仍采用

例 5.2 的记号，分别以 1A ， 2A ， 3A ， 4A 表示年龄、有工作、有自己的房子和信贷

情况 4 个特征，并以 1，2，3 表示年龄的值为青年、中年和老年，以 1，2 表示

有工作和有自己的房子的值为是和否，以 1，2，3 表示信贷情况的值为非常好、好

和一般． 

求特征 1A 的基尼指数: 

 

1

1

1
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Gini( , 1) 2 1 2 1 0.44

15 5 5 15 10 10

Gini( , 2) 0.48

Gini( , 3) 0.44
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      

 
 

 

由于 1Gini( , 1)D A  和 1Gini( , 3)D A  相等，且最小，所以 1 1A  和 1 3A  都可

以选作 1A 的最优切分点． 

求特征 2A 和 3A 的基尼指数： 

 2

3

Gini( , 1) 0.32

Gini( , 1) 0.27

D A

D A

 
 

 

由于 2A 和 3A 只有一个切分点，所以它们就是最优切分点． 

求特征 4A 的基尼指数： 

 
4

4

4

Gini( , 1) 0.36

Gini( , 2) 0.47

Gini( , 3) 0.32

D A

D A

D A

 
 
 

 

4Gini( , 3)D A  最小，所以 4 3A  为 4A 的最优切分点． 

在 1A， 2A ， 3A ， 4A 几个特征中， 3Gini( , 1) 0.27D A   最小，所以选择特征 3A 为

最优特征， 3 1A  为其最优切分点．于是根结点生成两个子结点，一个是叶结点．对

另一个结点继续使用以上方法在 1A， 2A ， 4A 中选择最优特征及其最优切分点，结

果是 2 1A  ．依此计算得知，所得结点都是叶结点． ■ 

对于本问题，按照 CART 算法所生成的决策树与按照 ID3 算法所生成的决策

树完全一致． 
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5.5.2  CART 剪枝 

CART 剪枝算法从“完全生长”的决策树的底端剪去一些子树，使决策树变小

（模型变简单），从而能够对未知数据有更准确的预测．CART 剪枝算法由两步组

成：首先从生成算法产生的决策树 0T 底端开始不断剪枝，直到 0T 的根结点，形成

一个子树序列 0 1{ , , , }nT T T ；然后通过交叉验证法在独立的验证数据集上对子树

序列进行测试，从中选择最优子树． 

1．剪枝，形成一个子树序列 

在剪枝过程中，计算子树的损失函数： 

 ( ) ( ) | |C T C T T    (5.26) 

其中，T 为任意子树， ( )C T 为对训练数据的预测误差（如基尼指数）， | |T 为子

树的叶结点个数， 0≥ 为参数， ( )C T 为参数是 时的子树T 的整体损失．参

数 权衡训练数据的拟合程度与模型的复杂度． 

对固定的 ，一定存在使损失函数 ( )C T 最小的子树，将其表示为T ．T 在

损失函数 ( )C T 最小的意义下是最优的．容易验证这样的最优子树是唯一的．当

 大的时候，最优子树T 偏小；当 小的时候，最优子树T 偏大．极端情况，当

0  时，整体树是最优的．当 时，根结点组成的单结点树是最优的． 

Breiman 等人证明：可以用递归的方法对树进行剪枝．将 从小增大，0   

0 1 n       ，产生一系列的区间 1[ , ), 0,1, ,i i i n     ；剪枝得到的子树

序列对应着区间 1[ , )i i    ， 0,1, ,i n  的最优子树序列 0 1{ , , , }nT T T ，序列中

的子树是嵌套的． 

具体地，从整体树 0T 开始剪枝．对 0T 的任意内部结点 t ，以 t 为单结点树的

损失函数是 

 ( ) ( )C t C t    (5.27) 

以 t 为根结点的子树 tT 的损失函数是 

 ( ) ( ) | |t t tC T C T T    (5.28) 

当 0  及 充分小时，有不等式 

 ( ) ( )tC T C t   (5.29) 

当 增大时，在某一 有 
 ( ) ( )tC T C t   (5.30) 

当 再增大时，不等式 (5.29) 反向．只要
( ) ( )

| | 1
t

t

C t C T

T






， tT 与 t 有相同的损

失函数值，而 t 的结点少，因此 t 比 tT 更可取，对 tT 进行剪枝． 
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为此，对 0T 中每一内部结点 t ，计算 

 
( ) ( )

( )
| | 1

t

t

C t C T
g t

T





 (5.31) 

它表示剪枝后整体损失函数减少的程度．在 0T 中剪去 ( )g t 最小的 tT ，将得到的子

树作为 1T ，同时将最小的 ( )g t 设为 1 ． 1T 为区间 1 2[ , )  的最优子树． 

如此剪枝下去，直至得到根结点．在这一过程中，不断地增加 的值，产生

新的区间． 

2．在剪枝得到的子树序列 0 1, , , nT T T 中通过交叉验证选取最优子树T  

具体地，利用独立的验证数据集，测试子树序列 0 1, , , nT T T 中各棵子树的平

方误差或基尼指数．平方误差或基尼指数最小的决策树被认为是最优的决策

树．在子树序列中，每棵子树 1 2, , , nT T T 都对应于一个参数 1 2, , , n   . 所以，当

最优子树 kT 确定时，对应的 k 也确定了，即得到最优决策树T ． 

现在写出 CART 剪枝算法． 

算法 5.7（CART 剪枝算法） 

输入：CART 算法生成的决策树 0T ； 

输出：最优决策树T ． 

（1）设 0k  ， 0T T ． 

（2）设  ． 

（3）自下而上地对各内部结点 t 计算 ( )tC T ， tT 以及 

 

( ) ( )
( )

1

min( , ( ))

t

t

C t C T
g t

T

g t 








 

这里， tT 表示以 t 为根结点的子树， ( )tC T 是对训练数据的预测误差， tT 是 tT 的

叶结点个数． 

（4）自上而下地访问内部结点 t ，如果有 ( )g t  ，进行剪枝，并对叶结点 t

以多数表决法决定其类，得到树T． 

（5）设 1k k  ， k  ， kT T ． 

（6）如果T 不是由根结点单独构成的树，则回到步骤 (4)． 

（7）采用交叉验证法在子树序列 0 1, , , nT T T 中选取最优子树T ． ■ 

本 章 概 要 

1．分类决策树模型是表示基于特征对实例进行分类的树形结构．决策树可

以转换成一个 if-then 规则的集合，也可以看作是定义在特征空间划分上的类的条
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件概率分布． 

2．决策树学习旨在构建一个与训练数据拟合很好，并且复杂度小的决策

树．因为从可能的决策树中直接选取最优决策树是 NP 完全问题．现实中采用启

发式方法学习次优的决策树． 

决策树学习算法包括 3 部分：特征选择、树的生成和树的剪枝．常用的算法

有 ID3、C4.5 和 CART.  

3．特征选择的目的在于选取对训练数据能够分类的特征．特征选择的关键

是其准则．常用的准则如下： 

（1）样本集合 D 对特征 A 的信息增益（ID3） 

 2
1

1

( , ) ( ) ( | )

| | | |
( ) log

| | | |

| |
( | ) ( )

| |

K
k k

k

n
i

i
i

g D A H D H D A

C C
H D

D D

D
H D A H D

D





 

 







 

其中， ( )H D 是数据集 D 的熵， ( )iH D 是数据集 iD 的熵， ( | )H D A 是数据集 D 对

特征 A 的条件熵． iD 是 D 中特征 A 取第 i 个值的样本子集， kC 是 D 中属于第 k

类的样本子集． n是特征 A取值的个数， K 是类的个数．  

（2）样本集合 D 对特征 A 的信息增益比（C4.5） 

 
( , )

( , )
( )R

g D A
g D A

H D
  

其中， ( , )g D A 是信息增益， ( )H D 是数据集 D 的熵． 

（3）样本集合 D 的基尼指数（CART） 

 
2

1

| |
Gini( ) 1

| |

K
k

k

C
D

D

 
   

 
  

特征 A条件下集合 D 的基尼指数： 

 1 2
1 2Gini( , ) Gini( ) Gini( )

D D
D A D D

D D
   

4．决策树的生成．通常使用信息增益最大、信息增益比最大或基尼指数最

小作为特征选择的准则．决策树的生成往往通过计算信息增益或其他指标，从根

结点开始，递归地产生决策树．这相当于用信息增益或其他准则不断地选取局部

最优的特征，或将训练集分割为能够基本正确分类的子集． 

5．决策树的剪枝．由于生成的决策树存在过拟合问题，需要对它进行剪枝，以

简化学到的决策树．决策树的剪枝，往往从已生成的树上剪掉一些叶结点或叶结

点以上的子树，并将其父结点或根结点作为新的叶结点，从而简化生成的决策树． 
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继 续 阅 读 

介绍决策树学习方法的文献很多，关于 ID3 可见文献[1]，C4.5 可见文献[2]，

CART 可见文献[3, 4]. 决策树学习一般性介绍可见文献[5～7]. 与决策树类似的

分类方法还有决策列表（decision list）．决策列表与决策树可以相互转换[8]，决策

列表的学习方法可参见文献[9]． 

习    题 

5.1 根据表 5.1 所给的训练数据集，利用信息增益比（C4.5 算法）生成决策树． 

5.2 已知如表 5.2所示的训练数据，试用平方误差损失准则生成一个二叉回归树． 

表 5.2 训练数据表 

ix  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

iy  4.50 4.75 4.91 5.34 5.80 7.05 7.90 8.23 8.70 9.00 

 

5.3 证明 CART 剪枝算法中，当 确定时，存在唯一的最小子树T 使损失函数

( )C T 最小． 

5.4 证明CART剪枝算法中求出的子树序列 0 1{ , , , }nT T T 分别是区间 1[ , )i i   
的最优子树T ，这里 0,1, ,i n  ， 0 10 n        ． 

参 考 文 献 
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[2] Quinlan JR. C4. 5: Programs for Machine Learning. Morgan Kaufmann, 1992 
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[5] Liu B. Web Data Mining: Exploring Hyperlinks, Contents and Usage Data. Springer-Verlag, 2006 
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第 6 章 逻辑斯谛回归与最大熵模型 

逻辑斯谛回归（logistic regression）是统计学习中的经典分类方法．最大熵是

概率模型学习的一个准则，将其推广到分类问题得到最大熵模型（maximum entropy 

model）．逻辑斯谛回归模型与最大熵模型都属于对数线性模型．本章首先介绍逻

辑斯谛回归模型，然后介绍最大熵模型，最后讲述逻辑斯谛回归与最大熵模型的

学习算法，包括改进的迭代尺度算法和拟牛顿法． 

6.1 逻辑斯谛回归模型 

6.1.1  逻辑斯谛分布 

首先介绍逻辑斯谛分布（logistic distribution）． 

定义 6.1（逻辑斯谛分布） 设 X 是连续随机变量，X 服从逻辑斯谛分布是指

X 具有下列分布函数和密度函数： 

 
( ) /

1
( ) ( )

1 e x
F x P X x    


≤  (6.1) 

 
( ) /

( ) / 2

e
( ) ( )

(1 e )

x

x
f x F x

 

 

 

 
 


 (6.2) 

式中，  为位置参数， 0  为形状参数． 

逻辑斯谛分布的密度函数 ( )f x 和分布函数 ( )F x 的图形如图 6.1 所示．分布函

数属于逻辑斯谛函数，其图形是一条 S 形曲线（sigmoid curve）．该曲线以点
1

,
2

 
 
 

为中心对称，即满足 

 
1 1

( ) ( )
2 2

F x F x         

曲线在中心附近增长速度较快，在两端增长速度较慢．形状参数 的值越小，曲

线在中心附近增长得越快． 

 
图 6.1  逻辑斯谛分布的密度函数与分布函数 
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6.1.2  二项逻辑斯谛回归模型 

二项逻辑斯谛回归模型（binomial logistic regression model）是一种分类模型，

由条件概率分布 ( | )P Y X 表示，形式为参数化的逻辑斯谛分布．这里，随机变量 X

取值为实数，随机变量Y 取值为 1 或 0．我们通过监督学习的方法来估计模型参数． 

定义 6.2（逻辑斯谛回归模型）  二项逻辑斯谛回归模型是如下的条件概率  

分布： 

 
exp( )

( 1| )
1 exp( )

w x b
P Y x

w x b


 

 



 (6.3) 

 
1

( 0 | )
1 exp( )

P Y x
w x b

 
 

 (6.4) 

这里， nxR 是输入， {0,1}Y  是输出， nwR 和 bR 是参数， w 称为权值向

量，b 称为偏置， w x 为 w和 x的内积． 

对于给定的输入实例 x ，按照式  (6.3) 和式  (6.4) 可以求得 ( 1| )P Y x 和

( 0 | )P Y x ．逻辑斯谛回归比较两个条件概率值的大小，将实例 x 分到概率值较

大的那一类． 

有时为了方便，将权值向量和输入向量加以扩充，仍记作 w ，x ，即 (1)( ,w w  
(2) ( ) T, , , )nw w b ， (1) (2) ( ) T( , , , ,1)nx x x x  ．这时，逻辑斯谛回归模型如下： 

 
exp( )

( 1| )
1 exp( )

w x
P Y x

w x
 





 (6.5) 

 
1

( 0 | )
1 exp( )

P Y x
w x

 
 

 (6.6) 

现在考查逻辑斯谛回归模型的特点．一个事件的几率（odds）是指该事件发

生的概率与该事件不发生的概率的比值．如果事件发生的概率是 p ，那么该事件

的几率是
1

p

p
，该事件的对数几率（log odds）或 logit 函数是 

 logit ( ) log
1

p
p

p



 

对逻辑斯谛回归而言，由式 (6.5) 与式 (6.6) 得 

 
( 1| )

log
1 ( 1| )

P Y x
w x

P Y x




 
  

这就是说，在逻辑斯谛回归模型中，输出 1Y  的对数几率是输入 x 的线性函数. 

或者说，输出 1Y  的对数几率是由输入 x的线性函数表示的模型，即逻辑斯谛回

归模型． 

换一个角度看，考虑对输入 x 进行分类的线性函数 w x ，其值域为实数域.
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注意，这里 1nx R , 1nw R ．通过逻辑斯谛回归模型定义式 (6.5) 可以将线性函

数 w x 转换为概率： 

 
exp( )

( 1| )
1 exp( )

w x
P Y x

w x
 





 

这时，线性函数的值越接近正无穷，概率值就越接近 1；线性函数的值越接近负

无穷，概率值就越接近 0（如图 6.1 所示）．这样的模型就是逻辑斯谛回归模型． 

6.1.3 模型参数估计 

逻辑斯谛回归模型学习时，对于给定的训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), ,T x y x y   

( , )}N Nx y ，其中， n
ix R ， {0,1}iy  ，可以应用极大似然估计法估计模型参数，从

而得到逻辑斯谛回归模型． 

  设：  ( 1| ) ( )P Y x x  ， ( 0 | ) 1 ( )P Y x x    

似然函数为 

 1

1

[ ( )] [1 ( )]i i
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y y
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对数似然函数为 
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对 ( )L w 求极大值，得到 w的估计值． 

这样，问题就变成了以对数似然函数为目标函数的最优化问题．逻辑斯谛回

归学习中通常采用的方法是梯度下降法及拟牛顿法． 

假设 w 的极大似然估计值是 ŵ ，那么学到的逻辑斯谛回归模型为 

 

ˆexp( )
( 1| )

ˆ1 exp( )

1
( 0 | )

ˆ1 exp( )

w x
P Y x

w x

P Y x
w x

 

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


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6.1.4 多项逻辑斯谛回归 

上面介绍的逻辑斯谛回归模型是二项分类模型，用于二类分类．可以将其推

广为多项逻辑斯谛回归模型（multi-nominal logistic regression model），用于多类
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分类．假设离散型随机变量Y 的取值集合是{1,2, , }K ，那么多项逻辑斯谛回归

模型是 
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1

exp( )
( | )

1 exp( )

k
K

k
k

w x
P Y k x

w x




 

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

， 1,2, , 1k K   （6.7） 
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


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 

 (6.8） 

这里， 1nx R , 1n
kw R ． 

二项逻辑斯谛回归的参数估计法也可以推广到多项逻辑斯谛回归． 

6.2 最大熵模型 

最大熵模型（maximum entropy model）由最大熵原理推导实现．这里首先叙述

一般的最大熵原理，然后讲解最大熵模型的推导，最后给出最大熵模型学习的形式． 

6.2.1  最大熵原理 

最大熵原理是概率模型学习的一个准则．最大熵原理认为，学习概率模型时，

在所有可能的概率模型（分布）中，熵最大的模型是最好的模型．通常用约束条

件来确定概率模型的集合，所以，最大熵原理也可以表述为在满足约束条件的模

型集合中选取熵最大的模型． 

假设离散随机变量 X 的概率分布是 ( )P X ，则其熵（参照 5.2.2 节）是 

 ( ) ( ) log ( )
x

H P P x P x   (6.9) 

熵满足下列不等式： 

 0 ( ) log | |H P X≤ ≤  

式中， | |X 是 X 的取值个数，当且仅当 X 的分布是均匀分布时右边的等号成

立．这就是说，当 X 服从均匀分布时，熵最大． 

直观地，最大熵原理认为要选择的概率模型首先必须满足已有的事实，即约

束条件．在没有更多信息的情况下，那些不确定的部分都是“等可能的”．最大

熵原理通过熵的最大化来表示等可能性．“等可能”不容易操作，而熵则是一个

可优化的数值指标． 

首先，通过一个简单的例子来介绍一下最大熵原理①． 

                                                        
① 此例来自参考文献[1]． 
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例 6.1  假设随机变量 X 有 5 个取值{ , , , , }A B C D E ，要估计取各个值的概率

( ), ( ), ( ), ( ), ( )P A P B P C P D P E ． 

解 这些概率值满足以下约束条件： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1P A P B P C P D P E      

满足这个约束条件的概率分布有无穷多个．如果没有任何其他信息，仍要对概率

分布进行估计，一个办法就是认为这个分布中取各个值的概率是相等的： 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5

P A P B P C P D P E      

等概率表示了对事实的无知．因为没有更多的信息，这种判断是合理的． 

有时，能从一些先验知识中得到一些对概率值的约束条件，例如： 

 
3

( ) ( )
10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

P A P B

P A P B P C P D P E

 

    
 

满足这两个约束条件的概率分布仍然有无穷多个．在缺少其他信息的情况下，可

以认为 A与 B 是等概率的，C，D 与 E 是等概率的，于是， 

 

3
( ) ( )

20
7

( ) ( ) ( )
30

P A P B

P C P D P E

 

  
 

如果还有第 3 个约束条件： 

 

1
( ) ( )

2
3

( ) ( )
10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

P A P C

P A P B

P A P B P C P D P E

 

 

    

 

可以继续按照满足约束条件下求等概率的方法估计概率分布．这里不再继续讨

论．以上概率模型学习的方法正是遵循了最大熵原理． ■ 
图 6.2 提供了用最大熵原理进行概率模型选择的几何解释．概率模型集合

可由欧氏空间中的单纯形（simplex）②表示，如左图的三角形（2-单纯形）．一个

点代表一个模型，整个单纯形代表模型集合．右图上的一条直线对应于一个约束

条件，直线的交集对应于满足所有约束条件的模型集合．一般地，这样的模型仍

有无穷多个．学习的目的是在可能的模型集合中选择最优模型，而最大熵原理则

给出最优模型选择的一个准则． 

                                                        
② 单纯形是在 n 维欧氏空间中的 n + 1 个仿射无关的点的集合的凸包． 
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图 6.2  概率模型集合 

6.2.2  最大熵模型的定义 

最大熵原理是统计学习的一般原理，将它应用到分类得到最大熵模型． 

假设分类模型是一个条件概率分布 ( | )P Y X ， nX   R 表示输入，Y 表

示输出， 和 分别是输入和输出的集合．这个模型表示的是对于给定的输入 X，

以条件概率 ( | )P Y X 输出Y．  
给定一个训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

学习的目标是用最大熵原理选择最好的分类模型． 
首先考虑模型应该满足的条件．给定训练数据集，可以确定联合分布 ( , )P X Y

的经验分布和边缘分布 ( )P X 的经验分布，分别以 ( , )P X Y 和 ( )P X 表示．这里， 

 

( , )
( , )

( )
( )

X x Y y
P X x Y y

N
X x

P X x
N





 
  


 




 

其中， ( , )X x Y y   表示训练数据中样本 ( , )x y 出现的频数， ( )X x  表示训练

数据中输入 x 出现的频数， N 表示训练样本容量． 

用特征函数（feature function） ( , )f x y 描述输入 x 和输出 y 之间的某一个事

实．其定义是 

 
1,

( , )
0,

x y
f x y


 


与 满足某一事实

否则
 

它是一个二值函数③，当 x 和 y 满足这个事实时取值为 1，否则取值为 0． 

特征函数 ( , )f x y 关于经验分布 ( , )P X Y 的期望值，用 ( )
P

E f 表示． 

 
,

( ) ( , ) ( , )
P

x y

E f P x y f x y
   

特征函数 ( , )f x y 关于模型 ( | )P Y X 与经验分布 ( )P X 的期望值，用 ( )PE f 表示． 
                                                        
③ 一般地，特征函数可以是任意实值函数． 
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,

( ) ( ) ( | ) ( , )P
x y

E f P x P y x f x y   

如果模型能够获取训练数据中的信息，那么就可以假设这两个期望值相等，即 

 ( ) ( )P P
E f E f   (6.10) 

或 

 
, ,

( ) ( | ) ( , ) ( , ) ( , )
x y x y

P x P y x f x y P x y f x y    (6.11) 

我们将式  (6.10) 或式  (6.11) 作为模型学习的约束条件．假如有 n 个特征函数

( , )if x y ， 1,2, ,i n  ，那么就有 n个约束条件． 

定义 6.3（最大熵模型）  假设满足所有约束条件的模型集合为 

 { | ( ) ( ), 1,2, , }P i iP
P E f E f i n       (6.12) 

定义在条件概率分布 ( | )P Y X 上的条件熵为 

 
,

( ) ( ) ( | ) log ( | )
x y

H P P x P y x P y x    (6.13) 

则模型集合  中条件熵 ( )H P 最大的模型称为最大熵模型．式中的对数为自然  

对数． 

6.2.3 最大熵模型的学习 

最大熵模型的学习过程就是求解最大熵模型的过程．最大熵模型的学习可以

形式化为约束最优化问题． 
对于给定的训练数据集  1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , )N NT x y x y x y  以及特征函数 ( , )if x y ， 

1,2, ,i n  ，最大熵模型的学习等价于约束最优化问题： 

 

,

max ( ) ( ) ( | ) log ( | )

s.t. ( ) ( ), 1,2, ,

( | ) 1

P
x y

P i iP

y

H P P x P y x P y x

E f E f i n

P y x


 

 







C





   

按照最优化问题的习惯，将求最大值问题改写为等价的求最小值问题： 

 min
PC

 
,

( ) ( ) ( | ) log ( | )
x y

H P P x P y x P y x    (6.14) 

 s.t.  ( ) ( ) 0P i iP
E f E f  , 1,2, ,i n   (6.15) 

 ( | ) 1
y

P y x              (6.16) 
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求解约束最优化问题 (6.14) ～ (6.16)，所得出的解，就是最大熵模型学习的

解．下面给出具体推导． 

这里，将约束最优化的原始问题转换为无约束最优化的对偶问题④．通过求

解对偶问题求解原始问题． 

首先，引进拉格朗日乘子 0 1 2, , , , nw w w w ，定义拉格朗日函数 ( , )L P w ： 

 

0
1

0
,

1 , ,

( , ) ( ) 1 ( | ) ( ( ) ( ))

( ) ( | ) log ( | ) 1 ( | )

( , ) ( , ) ( ) ( | ) ( , )

n

i i P iP
y i

x y y

n

i i i
i x y x y

L P w H P w P y x w E f E f

P x P y x P y x w P y x

w P x y f x y P x P y x f x y





 
      

 
 

   
 

 
  

 

 

 

  





 

 

(6.17)

 

最优化的原始问题是 

 min max ( , )
P w

L P w
C

 (6.18) 

对偶问题是 
 max

w
min ( , )
P

L P w
C

 (6.19) 

由于拉格朗日函数 ( , )L P w 是 P 的凸函数，原始问题 (6.18) 的解与对偶问题

(6.19) 的解是等价的．这样，可以通过求解对偶问题 (6.19) 来求解原始问题 (6.18)． 
首先，求解对偶问题 (6.19) 内部的极小化问题min ( , )

P
L P w

C
．min ( , )

P
L P w

C
是w的

函数，将其记作
 

 ( ) min ( , ) ( , )w
P

w L P w L P w


 
C

 (6.20) 

( )w 称为对偶函数．同时，将其解记作 

 arg min ( , ) ( | )w wP
P L P w P y x


 

C
 (6.21) 

具体地，求 ( , )L P w 对 ( | )P y x 的偏导数 

 

  0
, , 1

0
, 1

( , )
( ) log ( | ) 1 ( ) ( , )

( | )

( ) log ( | ) 1 ( , )

n

i i
x y y x y i

n

i i
x y i

L P w
P x P y x w P x w f x y

P y x

P x P y x w w f x y





         

     
 

   

 

 


 

令偏导数等于 0，在 ( ) 0P x  的情况下，解得 

                                                        
④ 参阅附录 C． 
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 0
1

( | ) exp ( , ) 1
n

i i
i

P y x w f x y w


    
 
 ＝ 1

0

exp ( , )

exp(1 )

n

i i
i

w f x y

w


 
 
 




 

由于 ( | ) 1
y

P y x  ，得 

 
1

1
( | ) exp ( , )

( )

n

w i i
iw

P y x w f x y
Z x 

 
  

 
  (6.22) 

其中， 

 
1

( ) exp ( , )
n

w i i
y i

Z x w f x y


 
  

 
   (6.23) 

( )wZ x 称为规范化因子； ( , )if x y 是特征函数； iw 是特征的权值．由式 (6.22)、式 (6.23)

表示的模型 ( | )w wP P y x 就是最大熵模型．这里，w是最大熵模型中的参数向量． 

之后，求解对偶问题外部的极大化问题 

 max ( )
w

w  (6.24) 

将其解记为 w，即 

 arg max ( )
w

w w   (6.25) 

这就是说，可以应用最优化算法求对偶函数 ( )w 的极大化，得到 w，用来

表示 P ．这里， ( | )
w w

P P P y x 
   是学习到的最优模型（最大熵模型）．也

就是说，最大熵模型的学习归结为对偶函数 ( )w 的极大化． 

例 6.2  学习例 6.1 中的最大熵模型． 

解 为了方便，分别以 1 2 3 4 5, , , ,y y y y y 表示 A，B，C，D 和 E，于是最大熵模

型学习的最优化问题是 

 

5

1

1 2 1 2

5 5

1 1

min ( ) ( ) log ( )

3
s.t. ( ) ( ) ( ) ( )

10

( ) ( ) 1

i i
i

i i
i i

H P P y P y

P y P y P y P y

P y P y



 

 

   

 



 

 



 

引进拉格朗日乘子 0 1,w w ，定义拉格朗日函数 

 
5 5

1 1 2 0
1 1

3
( , ) ( ) log ( ) ( ) ( ) ( ) 1

10i i i
i i

L P w P y P y w P y P y w P y
 

             
   
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根据拉格朗日对偶性，可以通过求解对偶最优化问题得到原始最优化问题的

解，所以求解 

 max min ( , )
Pw

L P w  

首先求解 ( , )L P w 关于 P 的极小化问题．为此，固定 0 1,w w ，求偏导数： 

 

1 1 0
1

2 1 0
2

3 0
3

4 0
4

5 0
5

( , )
1 log ( )

( )

( , )
1 log ( )

( )

( , )
1 log ( )

( )

( , )
1 log ( )

( )

( , )
1 log ( )

( )

L P w
P y w w

P y

L P w
P y w w

P y

L P w
P y w

P y

L P w
P y w

P y

L P w
P y w

P y


   




   



  




  




  


  

令各偏导数等于 0，解得 

 
1 0

0

1
1 2

1
3 4 5

( ) ( ) e

( ) ( ) ( ) e

w w

w

P y P y

P y P y P y

  

 

 

  
 

于是， 

 1 0 01 1
1 0

3
min ( , ) ( , ) 2e 3e

10
w w w

wP
L P w L P w w w           

再求解 ( , )wL P w 关于 w的极大化问题： 

 max
w

1 0 01 1
1 0

3
( , ) 2e 3e

10
w w w

wL P w w w          

分别求 ( , )wL P w 对 0 1,w w 的偏导数并令其为 0，得到 

 

1 0

0

1

1

3
e

20
7

e
30

w w

w

  

 




 

于是得到所要求的概率分布为 

 1 2

3
( ) ( )

20
P y P y   

 3 4 5

7
( ) ( ) ( )

30
P y P y P y    ■ 
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6.2.4 极大似然估计 

从以上最大熵模型学习中可以看出，最大熵模型是由式 (6.22)、式 (6.23) 表示的

条件概率分布．下面证明对偶函数的极大化等价于最大熵模型的极大似然估计． 

已知训练数据的经验概率分布 ( , )P X Y ，条件概率分布 ( | )P Y X 的对数似然

函数表示为 

 ( , )

, ,

( ) log ( | ) ( , ) log ( | )P x y
wP

x y x y

L P P y x P x y P y x 



  

当条件概率分布 ( | )P y x 是最大熵模型 (6.22) 和 (6.23) 时，对数似然函数 ( )wP
L P 为 

 

,

, 1 ,

, 1

( ) ( , ) log ( | )

( , ) ( , ) ( , ) log ( )

( , ) ( , ) ( ) log ( )

wP
x y

n

i i w
x y i x y

n

i i w
x y i x

L P P x y P y x

P x y w f x y P x y Z x

P x y w f x y P x Z x







 

 



  

  




 

 

 

(6.26)

 

再看对偶函数 ( )w ．由式 (6.17) 及式 (6.20) 可得 

,

1 , ,

, 1 , 1

, 1

( ) ( ) ( | ) log ( | )

( , ) ( , ) ( ) ( | ) ( , )

( , ) ( , ) ( ) ( | ) log ( | ) ( , )

( , ) ( , ) ( ) ( | )

w w
x y

n

i i w i
i x y x y

n n

i i w w i i
x y i x y i

n

i i w
x y i

w P x P y x P y x

w P x y f x y P x P y x f x y

P x y w f x y P x P y x P y x w f x y

P x y w f x y P x P y x





 





 
  

 
 

   
 

 



  

   

 



 

 

 
,

, 1

log ( )

( , ) ( , ) ( ) log ( )

w
x y

n

i i w
x y i x

Z x

P x y w f x y P x Z x


 



   

 

(6.27)

 

最后一步用到 ( | ) 1
y

P y x  ． 

比较式 (6.26) 和式 (6.27)，可得 

 ( ) ( )wP
w L P    

既然对偶函数 ( )w 等价于对数似然函数 ( )wP
L P ，于是证明了最大熵模型学习中

的对偶函数极大化等价于最大熵模型的极大似然估计这一事实． 

这样，最大熵模型的学习问题就转换为具体求解对数似然函数极大化或对偶

函数极大化的问题． 

可以将最大熵模型写成更一般的形式． 
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1

1
( | ) exp ( , )

( )

n

w i i
iw

P y x w f x y
Z x 

 
  

 
  (6.28) 

其中， 

 
1

( ) exp ( , )
n

w i i
y i

Z x w f x y


 
  

 
   (6.29) 

这里， nxR 为输入， {1,2, , }y K  为输出， nwR 为权值向量， ( , )if x y ， 1,2, ,i n   

为任意实值特征函数． 

最大熵模型与逻辑斯谛回归模型有类似的形式，它们又称为对数线性模型

（log linear model）．模型学习就是在给定的训练数据条件下对模型进行极大似然

估计或正则化的极大似然估计． 

6.3  模型学习的最优化算法 

逻辑斯谛回归模型、最大熵模型学习归结为以似然函数为目标函数的最优化

问题，通常通过迭代算法求解．从最优化的观点看，这时的目标函数具有很好的

性质．它是光滑的凸函数，因此多种最优化的方法都适用，保证能找到全局最优

解．常用的方法有改进的迭代尺度法、梯度下降法、牛顿法或拟牛顿法．牛顿法

或拟牛顿法一般收敛速度更快． 

下面介绍基于改进的迭代尺度法与拟牛顿法的最大熵模型学习算法．梯度下

降法参阅附录 A． 

6.3.1  改进的迭代尺度法 

改进的迭代尺度法（improved iterative scaling，IIS）是一种最大熵模型学习

的最优化算法． 

已知最大熵模型为 

 
1

1
( | ) exp ( , )

( )

n

w i i
iw

P y x w f x y
Z x 

 
  

 
  

其中， 

 
1

( ) exp ( , )
n

w i i
y i

Z x w f x y


 
  

 
   

对数似然函数为 
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, 1

( ) ( , ) ( , ) ( ) log ( )
n

i i w
x y i x

L w P x y w f x y P x Z x


      

目标是通过极大似然估计学习模型参数，即求对数似然函数的极大值 ŵ． 

IIS 的想法是：假设最大熵模型当前的参数向量是 T
1 2( , , , )nw w w w  ，我们

希望找到一个新的参数向量 T
1 1 2 2( , , , )n nw w w w        ，使得模型的对数

似然函数值增大．如果能有这样一种参数向量更新的方法 : w w   ，那么就

可以重复使用这一方法，直至找到对数似然函数的最大值． 

对于给定的经验分布 ( , )P x y ，模型参数从 w 到 w  ，对数似然函数的改变

量是 

 
, ,

, 1

( ) ( ) ( , ) log ( | ) ( , ) log ( | )

( )
( , ) ( , ) ( ) log

( )

w w
x y x y

n
w

i i
x y i x w

L w L w P x y P y x P x y P y x

Z x
P x y f x y P x

Z x















   

 

 

  

 

 
 

利用不等式 

 log 1  ≥ ， 0   

建立对数似然函数改变量的下界： 

 
, 1

, 1 1

( )
( ) ( ) ( , ) ( , ) 1 ( )

( )

( , ) ( , ) 1 ( ) ( | )exp ( , )

n
w

i i
x y i x w

n n

i i w i i
x y i x y i

Z x
L w L w P x y f x y P x

Z x

P x y f x y P x P y x f x y

 

 





 

   

  

  

    

 

 

≥

 

将右端记为 

 
, 1 1

( ) ( , ) ( , ) 1 ( ) ( | ) exp ( , )
n n

i i w i i
x y i x y i

A w P x y f x y P x P y x f x y  
 

         

于是有 

 ( ) ( ) ( | )L w L w A w   ≥  

即 ( | )A w 是对数似然函数改变量的一个下界． 

如果能找到适当的 使下界 ( | )A w 提高，那么对数似然函数也会提高．然

而，函数 ( | )A w 中的 是一个向量，含有多个变量，不易同时优化．IIS 试图一

次只优化其中一个变量 i ，而固定其他变量 j ， i j ． 

为达到这一目的，IIS 进一步降低下界 ( | )A w ．具体地，IIS 引进一个量 # ( , )f x y ， 

 # ( , ) ( , )i
i

f x y f x y  

因为 if 是二值函数，故 # ( , )f x y 表示所有特征在 ( , )x y 出现的次数．这样， ( | )A w
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可以改写为 

 #
#

, 1 1

( , )
( | ) ( , ) ( , ) 1 ( ) ( | )exp ( , )

( , )

n n
i i

i i w
x y i x y i

f x y
A w P x y f x y P x P y x f x y

f x y


 

 

 
    

 
       

  (6.30) 

利用指数函数的凸性以及对任意 i ，有
#

( , )
0

( , )
if x y

f x y
≥ 且

#
1

( , )
1

( , )

n
i

i

f x y

f x y

 这一事实，根

据 Jensen 不等式，得到 

 # #
# #

1 1

( , ) ( , )
exp ( , ) exp( ( , ))

( , ) ( , )

n n
i i

i i
i i

f x y f x y
f x y f x y

f x y f x y
 

 

 
 
 
 ≤  

于是式 (6.30) 可改写为 

#
#

, 1 1

( , )
( | ) ( , ) ( , ) 1 ( ) ( | ) exp( ( , ))

( , )

n n
i

i i w i
x y i x y i

f x y
A w P x y f x y P x P y x f x y

f x y
  

 

 
   

 
     ≥  

  (6.31) 

记不等式 (6.31) 右端为 

#
#

, 1 1

( , )
( | ) ( , ) ( , ) 1 ( ) ( | ) exp( ( , ))

( , )

n n
i

i i w i
x y i x y i

f x y
B w P x y f x y P x P y x f x y

f x y
  

 

 
    

 
       

于是得到 

 ( ) ( ) ( | )L w L w B w   ≥  

这里， ( | )B w 是对数似然函数改变量的一个新的 (相对不紧的) 下界． 

求 ( | )B w 对 i 的偏导数： 

 #

,

( | )
( , ) ( , ) ( ) ( | ) ( , )exp( ( , ))i w i i

x y x yi

B w
P x y f x y P x P y x f x y f x y

 



 

      

  (6.32) 

在式 (6.32) 里，除 i 外不含任何其他变量．令偏导数为 0 得到 

 #

,

( ) ( | ) ( , ) exp( ( , )) ( )w i i iP
x y

P x P y x f x y f x y E f  
  (6.33) 

于是，依次对 i 求解方程 (6.33) 可以求出． 

这就给出了一种求 w的最优解的迭代算法，即改进的迭代尺度算法 IIS． 

算法 6.1（改进的迭代尺度算法 IIS） 

输入：特征函数 1 2, , , nf f f ；经验分布 ( , )P X Y ，模型 ( | )wP y x  
输出：最优参数值 iw；最优模型

w
P  ． 
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（1）对所有 i  1,2, ,n ，取初值 0iw   

（2）对每一 i  1,2, ,n ： 

（a）令 i 是方程 

 #

,

( ) ( | ) ( , ) exp( ( , )) ( )i i iP
x y

P x P y x f x y f x y E f  
  

的解，这里， 

 #

1

( , ) ( , )
n

i
i

f x y f x y


   

（b）更新 iw 值： i i iw w    

（3）如果不是所有 iw 都收敛，重复步 (2)． ■ 

这一算法关键的一步是 (a)，即求解方程 (6.33) 中的 i ．如果 # ( , )f x y 是常数，

即对任何 ,x y ，有 # ( , )f x y M ，那么 i 可以显式地表示成 

 
( )1

log
( )

iP
i

P i

E f

M E f
    (6.34) 

如果 # ( , )f x y 不是常数，那么必须通过数值计算求 i ．简单有效的方法是牛顿

法．以 ( ) 0ig   表示方程 (6.33)，牛顿法通过迭代求得 i
，使得 ( ) 0ig    ．迭代

公式是 

 
( )

( 1) ( )
( )

( )

( )

k
k k i

i i k
i

g

g


 


  


 (6.35) 

只要适当选取初始值 (0)
i ，由于 i 的方程 (6.33) 有单根，因此牛顿法恒收敛，而

且收敛速度很快． 

6.3.2  拟牛顿法 

最大熵模型学习还可以应用牛顿法或拟牛顿法．参阅附录 B． 

对于最大熵模型而言， 

 1

1

exp ( , )

( | )

exp ( , )

n

i i
i

w n

i i
y i

w f x y

P y x

w f x y





 
 
 
 
 
 



 
 

目标函数： 

 min
nwR

 
1 , 1

( ) ( ) log exp ( , ) ( , ) ( , )
n n

i i i i
x y i x y i

f w P x w f x y P x y w f x y
 

 
  

 
       
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梯度： 

 
T

1 2

( ) ( ) ( )
( ) , , ,

n

f w f w f w
g w

w w w

   
     

  

其中 

 
,

( )
( ) ( | ) ( , ) ( ), 1,2, ,w i iP

x yi

f w
P x P y x f x y E f i n

w


  

  
   

相应的拟牛顿法 BFGS 算法如下． 

算法 6.2（最大熵模型学习的 BFGS 算法） 

输入：特征函数 1 2, , , nf f f ；经验分布 ( , )P x y ，目标函数 ( ),f w  梯度 ( )g w  

( ),f w  精度要求 ； 

输出：最优参数值 w；最优模型 ( | )
w

P y x ． 

（1）选定初始点 (0)w ，取 0B 为正定对称矩阵，置 0k   

（2）计算 ( )( )k
kg g w ．若 || ||kg  ，则停止计算，得 ( )kw w  ；否则转 (3) 

（3）由 k k kB p g  求出 kp  

（4）一维搜索：求 k 使得 

 ( ) ( )

0
( ) min ( )k k

k k kf w p f w p


   
≥

 

（5）置 ( 1) ( )k k
k kw w p    

（6）计算 ( 1)
1 ( )k

kg g w 
  ，若 1|| ||kg   ，则停止计算，得 ( 1)kw w  ；否则，

按下式求出 1kB  ： 

 
T T

1 T T
k k k k k k

k k
k k k k k

y y B B
B B

y B

 
       

其中， 

 1k k ky g g  ， ( 1) ( )k k
k w w    

（7）置 1k k  ，转 (3)． ■ 

本 章 概 要 

1．逻辑斯谛回归模型是由以下条件概率分布表示的分类模型．逻辑斯谛回

归模型可以用于二类或多类分类． 

 
1

1

exp( )
( | )

1 exp( )

k
K

k
k

w x
P Y k x

w x




 






， 1,2, , 1k K   
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1

1

1
( | )

1 exp
K

k
k

P Y K x
w x





 
 （ ）

                 

这里， x 为输入特征， w为特征的权值． 

逻辑斯谛回归模型源自逻辑斯谛分布，其分布函数 ( )F x 是 S 形函数．逻辑斯

谛回归模型是由输入的线性函数表示的输出的对数几率模型． 

2．最大熵模型是由以下条件概率分布表示的分类模型．最大熵模型也可以

用于二类或多类分类． 

 
1

1

1
( | ) exp ( , )

( )

( ) exp ( , )

n

w i i
iw

n

w i i
y i

P y x w f x y
Z x

Z x w f x y





 
  

 
 

  
 



 
 

其中， ( )wZ x 是规范化因子， if 为特征函数， iw 为特征的权值． 

3．最大熵模型可以由最大熵原理推导得出．最大熵原理是概率模型学习或

估计的一个准则．最大熵原理认为在所有可能的概率模型（分布）的集合中，熵

最大的模型是最好的模型． 

最大熵原理应用到分类模型的学习中，有以下约束最优化问题： 

 

,

min ( ) ( ) ( | ) log ( | )

s.t. ( ) ( ) 0, 1,2, ,

( | ) 1

x y

i i

y

H P P x P y x P y x

P f P f i n

P y x

 

  









   

求解此最优化问题的对偶问题得到最大熵模型． 

4．逻辑斯谛回归模型与最大熵模型都属于对数线性模型． 

5．逻辑斯谛回归模型及最大熵模型学习一般采用极大似然估计，或正则化

的极大似然估计．逻辑斯谛回归模型及最大熵模型学习可以形式化为无约束最优

化问题．求解该最优化问题的算法有改进的迭代尺度法、梯度下降法、拟牛顿法． 

继 续 阅 读 

逻辑斯谛回归的介绍参见文献[1]，最大熵模型的介绍参见文献[2, 3]．逻辑

斯谛回归模型与朴素贝叶斯模型的关系参见文献[4]，逻辑斯谛回归模型与

AdaBoost 的关系参见文献[5]，逻辑斯谛回归模型与核函数的关系参见文献[6]． 

 



第 6 章 逻辑斯谛回归与最大熵模型 94 

习    题 

6.1  确认逻辑斯谛分布属于指数分布族． 

6.2  写出逻辑斯谛回归模型学习的梯度下降算法． 

6.3  写出最大熵模型学习的 DFP 算法．（关于一般的 DFP 算法参见附录 B） 
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第 7 章 支持向量机 

支持向量机（support vector machines，SVM）是一种二类分类模型．它的基

本模型是定义在特征空间上的间隔最大的线性分类器，间隔最大使它有别于感知

机；支持向量机还包括核技巧，这使它成为实质上的非线性分类器．支持向量机

的学习策略就是间隔最大化，可形式化为一个求解凸二次规划（convex quadratic 

programming）的问题，也等价于正则化的合页损失函数的最小化问题．支持向

量机的学习算法是求解凸二次规划的最优化算法． 

支持向量机学习方法包含构建由简至繁的模型：线性可分支持向量机（linear 

support vector machine in linearly separable case）、线性支持向量机（linear support 

vector machine）及非线性支持向量机（non-linear support vector machine）．简单

模型是复杂模型的基础，也是复杂模型的特殊情况．当训练数据线性可分时，通

过硬间隔最大化（hard margin maximization），学习一个线性的分类器，即线性可

分支持向量机，又称为硬间隔支持向量机；当训练数据近似线性可分时，通过软

间隔最大化（soft margin maximization），也学习一个线性的分类器，即线性支持

向量机，又称为软间隔支持向量机；当训练数据线性不可分时，通过使用核技巧

（kernel trick）及软间隔最大化，学习非线性支持向量机． 

当输入空间为欧氏空间或离散集合、特征空间为希尔伯特空间时，核函数

（kernel function）表示将输入从输入空间映射到特征空间得到的特征向量之间的

内积．通过使用核函数可以学习非线性支持向量机，等价于隐式地在高维的特征

空间中学习线性支持向量机．这样的方法称为核技巧．核方法（kernel method）是

比支持向量机更为一般的机器学习方法． 

Cortes 与 Vapnik 提出线性支持向量机，Boser、Guyon 与 Vapnik 又引入核技

巧，提出非线性支持向量机． 

本章按照上述思路介绍 3 类支持向量机、核函数及一种快速学习算法——序

列最小最优化算法（SMO）． 

7.1 线性可分支持向量机与硬间隔最大化 

7.1.1 线性可分支持向量机 

考虑一个二类分类问题．假设输入空间与特征空间为两个不同的空间．输入

空间为欧氏空间或离散集合，特征空间为欧氏空间或希尔伯特空间．线性可分支
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持向量机、线性支持向量机假设这两个空间的元素一一对应，并将输入空间中的

输入映射为特征空间中的特征向量．非线性支持向量机利用一个从输入空间到特

征空间的非线性映射将输入映射为特征向量．所以，输入都由输入空间转换到特

征空间，支持向量机的学习是在特征空间进行的． 

假设给定一个特征空间上的训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中， n
ix   R ， { 1, 1}iy     ， 1,2, ,i N  ， ix 为第 i 个特征向量，也称为

实例， iy 为 ix 的类标记，当 1iy   时，称 ix 为正例；当 1iy   时，称 ix 为负例， 

( , )i ix y 称为样本点．再假设训练数据集是线性可分的（见定义 2.2）． 

学习的目标是在特征空间中找到一个分离超平面，能将实例分到不同的

类．分离超平面对应于方程 0w x b  ，它由法向量 w和截距b 决定，可用 ( , )w b

来表示．分离超平面将特征空间划分为两部分，一部分是正类，一部分是负类．法

向量指向的一侧为正类，另一侧为负类． 

一般地，当训练数据集线性可分时，存在无穷个分离超平面可将两类数据正确

分开．感知机利用误分类最小的策略，求得分离超平面，不过这时的解有无穷多

个．线性可分支持向量机利用间隔最大化求最优分离超平面，这时，解是唯一的． 

定义 7.1（线性可分支持向量机） 给定线性可分训练数据集，通过间隔最大

化或等价地求解相应的凸二次规划问题学习得到的分离超平面为 

 0w x b    (7.1) 

以及相应的分类决策函数 

 ( ) sign( )f x w x b    (7.2) 

称为线性可分支持向量机． 

考虑如图 7.1 所示的二维特征空间中的分类问题．图中“ ”表示正例，“”
表示负例．训练数据集线性可分，这时有许多直线能将两类数据正确划分．线性可

分支持向量机对应着将两类数据正确划分并且间隔最大的直线，如图 7.1 所示． 

 
图 7.1  二类分类问题 
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间隔最大及相应的约束最优化问题将在下面叙述．这里先介绍函数间隔和几

何间隔的概念． 

7.1.2 函数间隔和几何间隔 

在图 7.1 中，有 A，B，C 三个点，表示 3 个实例，均在分离超平面的正类一

侧，预测它们的类．点 A 距分离超平面较远，若预测该点为正类，就比较确信预

测是正确的；点 C 距分离超平面较近，若预测该点为正类就不那么确信；点 B 介

于点 A 与 C 之间，预测其为正类的确信度也在 A 与 C 之间． 

一般来说，一个点距离分离超平面的远近可以表示分类预测的确信程度．在

超平面 0w x b  确定的情况下，| |w x b 能够相对地表示点 x 距离超平面的远

近．而 w x b 的符号与类标记 y 的符号是否一致能够表示分类是否正确．所以

可用量 ( )y w x b 来表示分类的正确性及确信度，这就是函数间隔（functional 

margin）的概念． 

定义 7.2（函数间隔）  对于给定的训练数据集T 和超平面 ( , )w b ，定义超平

面 ( , )w b 关于样本点 ( , )i ix y 的函数间隔为 

 ˆ ( )i i iy w x b    (7.3) 

定义超平面 ( , )w b 关于训练数据集T 的函数间隔为超平面 ( , )w b 关于T 中所有样

本点 ( , )i ix y 的函数间隔之最小值，即 

 
1, ,

ˆ ˆmin ii N
 





 (7.4) 

函数间隔可以表示分类预测的正确性及确信度．但是选择分离超平面时，只

有函数间隔还不够．因为只要成比例地改变w和b ，例如将它们改为 2w和 2b，超

平面并没有改变，但函数间隔却成为原来的 2 倍．这一事实启示我们，可以对分离

超平面的法向量 w加某些约束，如规范化，|| || 1w  ，使得间隔是确定的．这时函

数间隔成为几何间隔（geometric margin）． 

图 7.2 给出了超平面 ( , )w b 及其法向量 w．点 A 表示某一实例 ix ，其类标记

为 1iy   ．点 A 与超平面 ( , )w b 的距离由线段 AB 给出，记作 i ． 

 
|| || || ||i i

w b
x

w w
    

其中， || ||w 为 w 的 2L 范数．这是点Ａ在超平面正的一侧的情形．如果点Ａ在超

平面负的一侧，即 1iy   ，那么点与超平面的距离为 

 
|| || || ||i i

w b
x

w w
  
   

 
  
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一般地，当样本点 ( , )i ix y 被超平面 ( , )w b 正确分类时，点 ix 与超平面 ( , )w b 的

距离是 

 
|| || || ||i i i

w b
y x

w w
  
  

 
  

由这一事实导出几何间隔的概念． 

 
图 7.2  几何间隔 

定义 7.3（几何间隔）  对于给定的训练数据集T 和超平面 ( , )w b ，定义超平

面 ( , )w b 关于样本点 ( , )i ix y 的几何间隔为 

 
|| || || ||i i i

w b
y x

w w
  
  

 
  (7.5) 

定义超平面 ( , )w b 关于训练数据集T 的几何间隔为超平面 ( , )w b 关于T 中所

有样本点 ( , )i ix y 的几何间隔之最小值，即 

 
1, ,
min ii N

 





 (7.6) 

超平面 ( , )w b 关于样本点 ( , )i ix y 的几何间隔一般是实例点到超平面的带符号

的距离（signed distance），当样本点被超平面正确分类时就是实例点到超平面的

距离． 

从函数间隔和几何间隔的定义（式(7.3) ～ 式(7.6)）可知，函数间隔和几何间

隔有下面的关系： 

 
ˆ

|| ||
i

i w


   (7.7) 

 
ˆ

|| ||w

   (7.8) 

如果 || || 1w  ，那么函数间隔和几何间隔相等．如果超平面参数 w和b 成比例地改

变（超平面没有改变），函数间隔也按此比例改变，而几何间隔不变． 
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7.1.3  间隔最大化 

支持向量机学习的基本想法是求解能够正确划分训练数据集并且几何间隔

最大的分离超平面．对线性可分的训练数据集而言，线性可分分离超平面有无穷

多个（等价于感知机），但是几何间隔最大的分离超平面是唯一的．这里的间隔

最大化又称为硬间隔最大化（与将要讨论的训练数据集近似线性可分时的软间隔

最大化相对应）． 

间隔最大化的直观解释是：对训练数据集找到几何间隔最大的超平面意味着

以充分大的确信度对训练数据进行分类．也就是说，不仅将正负实例点分开，而

且对最难分的实例点（离超平面最近的点）也有足够大的确信度将它们分开．这

样的超平面应该对未知的新实例有很好的分类预测能力． 

1．最大间隔分离超平面 

下面考虑如何求得一个几何间隔最大的分离超平面，即最大间隔分离超平

面．具体地，这个问题可以表示为下面的约束最优化问题： 

 
,

max
w b

                                   (7.9) 

 s.t. 
|| || || ||i i

w b
y x

w w


 
 

 
 ≥ ， 1,2, ,i N   (7.10) 

即我们希望最大化超平面 ( , )w b 关于训练数据集的几何间隔  ，约束条件表示的

是超平面 ( , )w b 关于每个训练样本点的几何间隔至少是 ． 

考虑几何间隔和函数间隔的关系式 (7.8)，可将这个问题改写为 

 
,

max
w b

 
ˆ

|| ||w


                       (7.11) 

 s.t. ˆ( )i iy w x b  ≥ ， 1,2, ,i N   (7.12) 

函数间隔 ̂ 的取值并不影响最优化问题的解．事实上，假设将 w和b 按比例

改变为 w 和 b ，这时函数间隔成为 ˆ ．函数间隔的这一改变对上面最优化问

题的不等式约束没有影响，对目标函数的优化也没有影响，也就是说，它产生一

个等价的最优化问题．这样，就可以取 ˆ 1  ．将 ˆ 1  代入上面的最优化问题，注 

意到最大化
1

|| ||w
和最小化 21

|| ||
2

w 是等价的，于是就得到下面的线性可分支持向

量机学习的最优化问题 

 
,

min
w b

 21
|| ||

2
w                         (7.13) 

 s.t. ( ) 1 0i iy w x b  ≥ ， 1,2, ,i N   (7.14) 
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这是一个凸二次规划（convex quadratic programming）问题． 

凸优化问题是指约束最优化问题 

 min
w

 ( )f w                  (7.15) 

 s.t. ( ) 0ig w ≤ ， 1, 2, ,i k   (7.16) 

     ( ) 0ih w  ， 1,2, ,i l   (7.17) 

其中，目标函数 ( )f w 和约束函数 ( )ig w 都是 nR 上的连续可微的凸函数，约束函

数 ( )ih w 是 nR 上的仿射函数①． 

当目标函数 ( )f w 是二次函数且约束函数 ( )ig w 是仿射函数时，上述凸最优化

问题成为凸二次规划问题． 

如果求出了约束最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 的解 ,w b  ，那么就可以得到最

大间隔分离超平面 0w x b   及分类决策函数 ( ) sign( )f x w x b   ，即线性可

分支持向量机模型． 

综上所述，就有下面的线性可分支持向量机的学习算法——最大间隔法

（maximum margin method）． 

算法 7.1（线性可分支持向量机学习算法——最大间隔法） 

输入：线性可分训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中， ix  
n R ， { 1, 1}iy     ， 1,2, ,i N  ； 

输出：最大间隔分离超平面和分类决策函数． 

（1）构造并求解约束最优化问题： 

 
2

,

1
min || ||

2
s.t. ( ) 1 0, 1,2, ,

w b

i i

w

y w x b i N   ≥

 

求得最优解 ,w b  ． 

（2）由此得到分离超平面： 

 0w x b    

分类决策函数 

 ( ) sign( )f x w x b    ■ 

2．最大间隔分离超平面的存在唯一性 

线性可分训练数据集的最大间隔分离超平面是存在且唯一的． 

定理 7.1（最大间隔分离超平面的存在唯一性）  若训练数据集T 线性可分，则

可将训练数据集中的样本点完全正确分开的最大间隔分离超平面存在且唯一． 
                                                        
① ( )f x 称为仿射函数，如果它满足 ( )f x a x b  ， naR ， bR ， nxR ． 
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证明 （1）存在性 

由于训练数据集线性可分，所以算法 7.1 中的最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 一定

存在可行解．又由于目标函数有下界，所以最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 必有解，记

作 ( , )w b  ．由于训练数据集中既有正类点又有负类点，所以 ( , ) (0, )w b b 不是最

优化的可行解，因而最优解 ( , )w b  必满足 0w  ．由此得知分离超平面的存在性． 

（2）唯一性 

首先证明最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 解中w的唯一性．假设问题 (7.13) ～ (7.14) 

存在两个最优解 1 1( , )w b  和 2 2( , )w b  ．显然 1 2|| || || ||w w c   ，其中 c 是一个常数．令

1 2

2

w w
w

 
 ， 1 2

2

b b
b

 
 ，易知 ( , )w b 是问题 (7.13) ～ (7.14) 的可行解，从而有 

 1 2

1 1
|| || || || || ||

2 2
c w w w c  ≤ ≤  

上式表明，式中的不等号可变为等号，即 1 2

1 1
|| || || || || ||

2 2
w w w   ，从而有 1 2w w  ，

| | 1  ．若 1   ，则 0w  ，( , )w b 不是问题 (7.13) ～ (7.14) 的可行解，矛盾．因

此必有 1  ，即 

 1 2w w   

由此可以把两个最优解 1 1( , )w b  和 2 2( , )w b  分别写成 1( , )w b  和 2( , )w b  ．再证
* *
1 2b b ．设 1x和 2x是集合{ | 1}i ix y   中分别对应于 1( , )w b  和 2( , )w b  使得问题的

不等式等号成立的点， 1x 和 2x 是集合 { | 1}i ix y   中分别对应于 1( , )w b  和

2( , )w b  使得问题的不等式等号成立的点，则由 1 1 1

1
( )

2
b w x w x       ， 2b   

2 2

1
( )

2
w x w x     ，得 

 1 2 1 2 1 2

1
[( ( ) ( )]

2
b b w x x w x x              

又因为 

 2 1 1 1

1 2 2 2

1

1

w x b w x b

w x b w x b

   

   

   

   

 

 

≥

≥
 

所以， 1 2( ) 0w x x    ．同理有 1 2( ) 0w x x    ．因此， 

 1 2 0b b    

由 1 2w w  和 1 2b b  可知，两个最优解 1 1( , )w b  和 2 2( , )w b  是相同的，解的唯一性  

得证． 
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由问题 (7.13) ～ (7.14) 解的唯一性即得分离超平面是唯一的． 

（3）分离超平面能将训练数据集中的两类点完全正确地分开． 

由解满足问题的约束条件即可得知． ■ 

3．支持向量和间隔边界 

在线性可分情况下，训练数据集的样本点中与分离超平面距离最近的样本点

的实例称为支持向量（support vector）．支持向量是使约束条件式 (7.14) 等号成立

的点，即 
 ( ) 1 0i iy w x b    

对 1iy   的正例点，支持向量在超平面 

 1 : 1H w x b   

上，对 1iy   的负例点，支持向量在超平面 

 2 : 1H w x b    

上．如图 7.3 所示，在 1H 和 2H 上的点就是支持向量． 

 
图 7.3  支持向量 

注意到 1H 和 2H 平行，并且没有实例点落在它们中间．在 1H 与 2H 之间形成

一条长带，分离超平面与它们平行且位于它们中央．长带的宽度，即 1H 与 2H 之

间的距离称为间隔（margin）．间隔依赖于分离超平面的法向量 w ，等于
2

 
|| ||w

． 

1H 和 2H 称为间隔边界． 

在决定分离超平面时只有支持向量起作用，而其他实例点并不起作用．如果

移动支持向量将改变所求的解；但是如果在间隔边界以外移动其他实例点，甚至

去掉这些点，则解是不会改变的．由于支持向量在确定分离超平面中起着决定性

作用，所以将这种分类模型称为支持向量机．支持向量的个数一般很少，所以支

持向量机由很少的“重要的”训练样本确定． 



7.1 线性可分支持向量机与硬间隔最大化 103 

例 7.1  数据与例 2.1 相同．已知一个如图 7.4 所示的训练数据集，其正例点

是 T
1 (3,3)x  ， T

2 (4,3)x  ，负例点是 T
3 (1,1)x  ，试求最大间隔分离超平面． 

 
图 7.4  间隔最大分离超平面示例 

解 按照算法 7.1，根据训练数据集构造约束最优化问题： 

 

2 2
1 2,

1 2

1 2

1 2

1
min ( )

2

s.t. 3 3 1

4 3 1

1

w b
w w

w w b

w w b

w w b



 

 

  

≥

≥

≥

 

求得此最优化问题的解 1 2

1

2
w w  ， 2b   ．于是最大间隔分离超平面为 

 (1) (2)1 1
2 0

2 2
x x    

其中， T
1 (3,3)x  与 T

3 (1,1)x  为支持向量． ■ 

7.1.4  学习的对偶算法 

为了求解线性可分支持向量机的最优化问题 (7.13) ～ (7.14)，将它作为原始

最优化问题，应用拉格朗日对偶性（参阅附录 C），通过求解对偶问题（dual 

problem）得到原始问题（primal problem）的最优解，这就是线性可分支持向量

机的对偶算法（dual algorithm）．这样做的优点，一是对偶问题往往更容易求解；

二是自然引入核函数，进而推广到非线性分类问题． 

首先构建拉格朗日函数（Lagrange function）．为此，对每一个不等式约束 (7.14) 

引进拉格朗日乘子（Lagrange multiplier） 0i ≥ ， 1,2, ,i N  ，定义拉格朗日函数： 

 2

1 1

1
( , , ) || || ( )

2

N N

i i i i
i i

L w b w y w x b  
 

       (7.18) 
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其中， T
1 2( , , , )N     为拉格朗日乘子向量． 

根据拉格朗日对偶性，原始问题的对偶问题是极大极小问题： 

 
,

max min ( , , )
w b

L w b


  

所以，为了得到对偶问题的解，需要先求 ( , , )L w b  对 ,w b 的极小，再求对 的极大． 

（1）求
,

min ( , , )
w b

L w b   

将拉格朗日函数 ( , , )L w b  分别对 ,w b 求偏导数并令其等于 0． 

 1

1

( , , ) 0

( , , ) 0

N

w i i i
i

N

b i i
i

L w b w y x

L w b y

 

 





   

  




 

得 

 
1

N

i i i
i

w y x


  (7.19) 

 
1

0
N

i i
i

y


  (7.20) 

将式 (7.19) 代入拉格朗日函数 (7.18)，并利用式 (7.20)，即得 

 
1 1 1 1 1

1 1 1

1
( , , ) ( )

2

1
( )

2

N N N N N

i j i j i j i i j j j i i
i j i j i

N N N

i j i j i j i
i j i

L w b y y x x y y x x b

y y x x

     

  

    

  

  
        

  

   

 

 



 

即 

 
,

min
w b

1 1 1

1
( , , ) ( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

L w b y y x x   
  

     

（2）求
,

min
w b

( , , )L w b  对 的极大，即是对偶问题 

 max


1 1 1

1
( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x  
  

    (7.21) 

 s.t.  
1

0
N

i i
i

y


                   

 0i ≥ ， 1,2, ,i N       

将式 (7.21) 的目标函数由求极大转换成求极小，就得到下面与之等价的对偶

最优化问题： 
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 min


 
1 1 1

1
( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x  
  

   (7.22) 

 s.t.  
1

0
N

i i
i

y


                  (7.23) 

 0i ≥ ， 1,2, ,i N   (7.24) 

考虑原始最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 和对偶最优化问题 (7.22) ～ (7.24)，原

始问题满足定理 C.2 的条件，所以存在 , ,w    ，使 w是原始问题的解， ,  

是对偶问题的解．这意味着求解原始问题 (7.13) ～ (7.14) 可以转换为求解对偶问

题(7.22) ～ (7.24)． 

对线性可分训练数据集，假设对偶最优化问题 (7.22) ～ (7.24) 对 的解为
T

1 2( , , , )N        ，可以由 求得原始最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 对 ( , )w b 的

解 ,w b  ．有下面的定理． 

定理 7.2 设 T
1 2( , , , )l        是对偶最优化问题 (7.22) ～ (7.24) 的解，则

存在下标 j ，使得 0j  ，并可按下式求得原始最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 的解

,w b  ： 

 
1

N

i i i
i

w y x 



   (7.25) 

 
1

( )
N

j i i i j
i

b y y x x 



    (7.26) 

证明 根据定理 C.3，KKT 条件成立，即得 

 * * * * *

1

( , , ) 0
N

w i i i
i

L w b w y x 


            (7.27) 

 * * * *

1

( , , ) 0
N

b i i
i

L w b y 


                

 ( ( ) 1) 0i i iy w x b      ， 1,2, ,i N    

 ( ) 1 0i iy w x b   ≥ ， 1,2, ,i N        

 0i

≥ ， 1,2, ,i N                  

 
由此得 

 i i i
i

w y x    

其中至少有一个 0j   （用反证法，假设 0  ，由式 (7.27) 可知 0w  ，而 0w 
不是原始最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 的解，产生矛盾），对此 j 有 

 ( ) 1 0j jy w x b     (7.28) 
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将式 (7.25) 代入式 (7.28) 并注意到 2 1jy  ，即得 

 
1

( )
N

j i i i j
i

b y y x x 



    ■ 

由此定理可知，分离超平面可以写成 

 
1

( ) 0
N

i i i
i

y x x b 



    (7.29) 

分类决策函数可以写成 

 
1

( ) sign ( )
N

i i i
i

f x y x x b 



   
 
   (7.30) 

这就是说，分类决策函数只依赖于输入 x和训练样本输入的内积．式 (7.30) 称为

线性可分支持向量机的对偶形式． 

综上所述，对于给定的线性可分训练数据集，可以首先求对偶问题 (7.22) ～

(7.24) 的解 ；再利用式 (7.25) 和式 (7.26) 求得原始问题的解 ,w b  ；从而得到

分离超平面及分类决策函数．这种算法称为线性可分支持向量机的对偶学习算法，

是线性可分支持向量机学习的基本算法． 

算法 7.2（线性可分支持向量机学习算法） 

输入：线性可分训练集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中 n
ix   R ， iy  

{ 1, 1}   ， 1,2, ,i N  ； 

输出：分离超平面和分类决策函数． 

（1）构造并求解约束最优化问题 

 min


 
1 1 1

1
( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x  
  

   

 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                    

 0i ≥ ， 1,2, ,i N                

求得最优解 T
1 2( , , , )N        ． 

（2）计算 

 
1

N

i i i
i

w y x 



   

并选择 的一个正分量 0j   ，计算 

 
1

( )
N

j i i i j
i

b y y x x 



    
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（3）求得分离超平面 

 0w x b    

分类决策函数： 

 ( ) sign( )f x w x b    ■ 

在线性可分支持向量机中，由式 (7.25)、式 (7.26) 可知，w 和b只依赖于训

练数据中对应于 0i
  的样本点 ( , )i ix y ，而其他样本点对 w 和 b 没有影响．我

们将训练数据中对应于 0i
  的实例点 n

ix R 称为支持向量． 

定义 7.4（支持向量）  考虑原始最优化问题 (7.13) ～ (7.14) 及对偶最优化问

题 (7.22) ～ (7.24)，将训练数据集中对应于 0i
  的样本点 ( , )i ix y 的实例 n

ix R
称为支持向量． 

根据这一定义，支持向量一定在间隔边界上．由 KKT 互补条件可知， 

 ( ( ) 1) 0i i iy w x b      ， 1,2, ,i N   

对应于 0i
  的实例 ix ，有 

 ( ) 1 0i iy w x b     

或 

 1iw x b     

即 ix 一定在间隔边界上．这里的支持向量的定义与前面给出的支持向量的定义是

一致的． 

例 7.2  训练数据与例 7.1 相同．如图 7.4 所示，正例点是 T
1 (3,3)x  ， T

2 (4,3)x  ，

负例点是 T
3 (1,1)x  ，试用算法 7.2 求线性可分支持向量机． 

解  根据所给数据，对偶问题是 

 

1 1 1

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

1 2 3

1
min ( )

2

1
(18 25 2 42 12 14 )

2
s.t. 0

0, 1,2,3

N N N

i j i j i j i
i j i

i

y y x x

i


  

           

  


  



        

  



 

≥

 

解这一最优化问题．将 3 1 2    代入目标函数并记为 

 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

13
( , ) 4 10 2 2

2
s              

对 1 2,  求偏导数并令其为 0，易知 1 2( , )s   在点
T

3
, 1

2
  
 

取极值，但该点不满足

约束条件 2 0 ≥ ，所以最小值应在边界上达到． 
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当 1 0  时，最小值
2 2

0,
13 13

s
    
 

；当 2 0  时，最小值
1 1

,0
4 4

s
    
 

．于

是 1 2( , )s   在 1 2

1
, 0

4
   达到最小，此时 3 1 2

1

4
     ． 

这样， 1 3

1

4
    对应的实例点 1 3,x x 是支持向量．根据式 (7.25) 和式 (7.26)

计算得 

 1 2

1

2
w w    

 2b    

分离超平面为 

 (1) (2)1 1
2 0

2 2
x x    

分类决策函数为 

 (1) (2)1 1
( ) sign 2

2 2
f x x x    

 
 ■ 

对于线性可分问题，上述线性可分支持向量机的学习（硬间隔最大化）算法是

完美的．但是，训练数据集线性可分是理想的情形．在现实问题中，训练数据集往

往是线性不可分的，即在样本中出现噪声或特异点．此时，有更一般的学习算法． 

7.2 线性支持向量机与软间隔最大化 

7.2.1 线性支持向量机 

线性可分问题的支持向量机学习方法，对线性不可分训练数据是不适用的，因

为这时上述方法中的不等式约束并不能都成立．怎么才能将它扩展到线性不可分

问题呢？这就需要修改硬间隔最大化，使其成为软间隔最大化． 

假设给定一个特征空间上的训练数据集 

 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中， n
ix   R ， { 1, 1}iy     ， 1,2, ,i N  ， ix 为第 i 个特征向量， iy 为

ix 的类标记．再假设训练数据集不是线性可分的．通常情况是，训练数据中有一

些特异点（outlier），将这些特异点除去后，剩下大部分的样本点组成的集合是线

性可分的． 

线性不可分意味着某些样本点 ( , )i ix y 不能满足函数间隔大于等于 1 的约束条

件 (7.14)．为了解决这个问题，可以对每个样本点 ( , )i ix y 引进一个松弛变量 0i ≥ ，
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使函数间隔加上松弛变量大于等于 1．这样，约束条件变为 

 ( ) 1i i iy w x b   ≥  

同时，对每个松弛变量 i ，支付一个代价 i ．目标函数由原来的 21
|| ||

2
w 变成 

 2

1

1
|| ||

2

N

i
i

w C 


   (7.31) 

这里， 0C  称为惩罚参数，一般由应用问题决定，C 值大时对误分类的惩罚增

大，C 值小时对误分类的惩罚减小．最小化目标函数 (7.31) 包含两层含义：使 21
|| ||

2
w

尽量小即间隔尽量大，同时使误分类点的个数尽量小，C 是调和二者的系数． 

有了上面的思路，可以和训练数据集线性可分时一样来考虑训练数据集线性不

可分时的线性支持向量机学习问题．相应于硬间隔最大化，它称为软间隔最大化． 

线性不可分的线性支持向量机的学习问题变成如下凸二次规划（convex 

quadratic programming）问题（原始问题）： 

 
, ,

min
w b 

 2

1

1
|| ||

2

N

i
i

w C 


                    (7.32) 

 s.t.  ( ) 1i i iy w x b   ≥ ， 1,2, ,i N   (7.33) 

 0i ≥ ， 1,2, ,i N        (7.34) 

原始问题 (7.32) ～ (7.34) 是一个凸二次规划问题，因而关于 ( , , )w b  的解是存

在的．可以证明 w的解是唯一的，但b 的解不唯一，b 的解存在于一个区间[11]． 

设问题 (7.32) ～ (7.34) 的解是 w，b，于是可以得到分离超平面 0w x b  

及分类决策函数 ( ) sign( )f x w x b   ．称这样的模型为训练样本线性不可分时

的线性支持向量机，简称为线性支持向量机．显然，线性支持向量机包含线性可

分支持向量机．由于现实中训练数据集往往是线性不可分的，线性支持向量机具

有更广的适用性． 

下面给出线性支持向量机的定义． 

定义 7.5（线性支持向量机）  对于给定的线性不可分的训练数据集，通过求

解凸二次规划问题，即软间隔最大化问题 (7.32) ～ (7.34)，得到的分离超平面为 

 * * 0w x b   (7.35) 

以及相应的分类决策函数 

 *( ) sign( )f x w x b   (7.36) 

称为线性支持向量机． 
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7.2.2  学习的对偶算法 

原始问题 (7.32) ～ (7.34) 的对偶问题是 

 min


 
1 1 1

1
( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x  
  

   (7.37) 

 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                  (7.38) 

    0 i C≤ ≤ ， 1,2, ,i N   (7.39) 

原始最优化问题 (7.32) ～ (7.34) 的拉格朗日函数是 

 2

1 1 1

1
( , , , , ) || || ( ( ) 1 )

2

N N N

i i i i i i i
i i i

L w b w C y w x b       
  

          (7.40) 

其中， 0, 0i i ≥ ≥ ． 

对偶问题是拉格朗日函数的极大极小问题．首先求 ( , , , , )L w b    对 , ,w b  的

极小，由 

 

1

1

( , , , , ) 0

( , , , , ) 0

( , , , , ) 0
i

N

w i i i
i

N

b i i
i

i i

L w b w y x

L w b y

L w b C

   

   

    





   

   

    



  

得 

 
1

N

i i i
i

w y x


  (7.41) 

 
1

0
N

i i
i

y


  (7.42) 

 0i iC      (7.43) 

将式 (7.41) ～ (7.43) 代入式 (7.40)，得 

 
, ,

1 1 1

1
min ( , , , , ) ( )

2

N N N

i j i j i j i
w b

i j i

L w b y y x x


     
  

     

再对
, ,

min ( , , , , )
w b

L w b


   求 的极大，即得对偶问题： 

 
1 1 1

1
max ( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x


  
  

    (7.44) 
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 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                    (7.45) 

 0i iC               (7.46) 

 0i ≥                  (7.47) 

 0i ≥ ， 1,2, ,i N      (7.48) 

将对偶最优化问题 (7.44) ～ (7.48) 进行变换：利用等式约束 (7.46) 消去 i ，

从而只留下变量 i ，并将约束 (7.46) ～ (7.48) 写成 

 0 i C≤ ≤  (7.49) 

再将对目标函数求极大转换为求极小，于是得到对偶问题 (7.37) ～ (7.39)． 

可以通过求解对偶问题而得到原始问题的解，进而确定分离超平面和决策函

数．为此，就可以定理的形式叙述原始问题的最优解和对偶问题的最优解的关系． 

定理 7.3 设 T
1 2( , , , )N        是对偶问题 (7.37) ～ (7.39) 的一个解，若

存在 的一个分量 j ，0 j C   ，则原始问题 (7.32) ～ (7.34) 的解 ,w b  可按

下式求得： 

 
1

N

i i i
i

w y x 



   (7.50) 

 
1

( )
N

j i i i j
i

b y y x x 



    (7.51) 

证明 原始问题是凸二次规划问题，解满足 KKT 条件．即得 

 * * * * * * *

1

( , , , , ) 0
N

w i i i
i

L w b w y x   


     (7.52) 

 * * * * * *

1

( , , , , ) 0
N

b i i
i

L w b y   


          

 * * * * * * *( , , , , ) 0L w b C             

 ( ( ) 1 ) 0i i i iy w x b         (7.53) 

 0i i     (7.54) 

 ( ) 1 0i i iy w x b      ≥  

 0i
 ≥  

 0i

≥  

 0i

≥ ， 1,2, ,i N   



第 7 章 支持向量机 112 

由式 (7.52) 易知式 (7.50) 成立．再由式 (7.53) ～ (7.54) 可知，若存在 j ，

0 j C   ，则 ( ) 1 0i iy w x b    ．由此即得式 (7.51)． ■ 

由此定理可知，分离超平面可以写成 

 
1

( ) 0
N

i i i
i

y x x b 



    (7.55) 

分类决策函数可以写成 

 
1

( ) sign ( )
N

i i i
i

f x y x x b 



 
  

 
   (7.56) 

式 (7.56) 为线性支持向量机的对偶形式． 

综合前面的结果，有下面的算法． 

算法 7.3（线性支持向量机学习算法） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中， n
ix   R ， iy  

{ 1, 1}   ， 1,2, ,i N  ； 

输出：分离超平面和分类决策函数． 

（1）选择惩罚参数 0C  ，构造并求解凸二次规划问题 

 min


 
1 1 1

1
( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x  
  

   

 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                   

    0 i C≤ ≤ ， 1,2, ,i N   

求得最优解 T
1 2( , , , )N        ． 

（2）计算
1

N

i i i
i

w y x 



   

选择 的一个分量 j 适合条件 0 j C   ，计算 

 
1

( )
N

j i i i j
i

b y y x x 



    

（3）求得分离超平面 

 0w x b    

分类决策函数： 

 ( ) sign( )f x w x b    ■ 

步骤 (2) 中，对任一适合条件 0 j C   的 j ，按式 (7.51) 都可求出b，但是由

于原始问题 (7.32) ～ (7.34) 对 b 的解并不唯一[11]，所以实际计算时可以取在所有
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符合条件的样本点上的平均值． 

7.2.3  支持向量 

在线性不可分的情况下，将对偶问题 (7.37) ～ (7.39) 的解 1( ,   T
2 , , )N    

中对应于 0i
  的样本点 ( , )i ix y 的实例 ix 称为支持向量（软间隔的支持向量）．如

图 7.5 所示，这时的支持向量要比线性可分时的情况复杂一些．图中，分离超平

面由实线表示，间隔边界由虚线表示，正例点由“ ”表示，负例点由“”表示．图

中还标出了实例 ix 到间隔边界的距离 i

w


． 

 
图 7.5  软间隔的支持向量 

软间隔的支持向量 ix 或者在间隔边界上，或者在间隔边界与分离超平面之

间，或者在分离超平面误分一侧．若 i C  ，则 0i  ，支持向量 ix 恰好落在间

隔边界上；若 i C  ，0 1i  ，则分类正确， ix 在间隔边界与分离超平面之间；

若 i C  ， 1i  ，则 ix 在分离超平面上；若 i C  ， 1i  ，则 ix 位于分离超

平面误分一侧． 

7.2.4 合页损失函数 

对于线性支持向量机学习来说，其模型为分离超平面 0w x b   及决策函

数 ( ) sign( )f x w x b   ，其学习策略为软间隔最大化，学习算法为凸二次规划． 

线性支持向量机学习还有另外一种解释，就是最小化以下目标函数： 

  
1

1 ( )
N

i i
i

y w x b




   2|| ||w  (7.57) 

目标函数的第 1 项是经验损失或经验风险，函数 
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 ( ( )) [1 ( )]L y w x b y w x b       (7.58) 

称为合页损失函数（hinge loss function）．下标“＋”表示以下取正值的函数． 

 
,       0

[ ]
0,      0

z z
z

z


 
 ≤

 (7.59) 

这就是说，当样本点 ( , )i ix y 被正确分类且函数间隔（确信度） ( )i iy w x b 大于 1

时，损失是 0，否则损失是1 ( )i iy w x b  ，注意到在图 7.5 中的实例点 4x 被正确

分类，但损失不是 0．目标函数的第 2 项是系数为的 w 的 2L 范数，是正则化项． 

定理 7.4  线性支持向量机原始最优化问题： 

 
, ,

min
w b 

 2

1

1
|| ||

2

N

i
i

w C 


                     (7.60) 

 s.t.  ( ) 1i i iy w x b   ≥ ， 1,2, ,i N    (7.61) 

 0i ≥ ， 1,2, ,i N         (7.62) 

等价于最优化问题 

 
,

min
w b

  
1

1 ( )
N

i i
i

y w x b




   2|| ||w  (7.63) 

证明  可将最优化问题 (7.63) 写成问题 (7.60) ～ (7.62)．令 

 1 ( )i i iy w x b    ， 0i ≥  (7.64) 

则 ( ) 1i iy w x b ≥ ．于是 w , b , i 满足约束条件 (7.61) ～ (7.62)．由式 (7.64) 有， 

[1 ( )] [ ]i i i iy w x b       ，所以最优化问题 (7.63) 可写成 

 
,

min
w b

 
1

N

i
i



 2|| ||w  

若取
1

2C
  ，则 

 
,

min
w b

 2

1

1 1
|| ||

2

N

i
i

w C
C




  
 

  

与式 (7.60) 等价． 

反之，也可将最优化问题 (7.60) ～ (7.62) 表示成问题 (7.63)． ■ 

合页损失函数的图形如图 7.6 所示，横轴是函数间隔 ( )y w x b ，纵轴是损

失．由于函数形状像一个合页，故名合页损失函数． 

图中还画出 0-1 损失函数，可以认为它是二类分类问题的真正的损失函数，而

合页损失函数是 0-1 损失函数的上界．由于 0-1 损失函数不是连续可导的，直接
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优化由其构成的目标函数比较困难，可以认为线性支持向量机是优化由 0-1 损失

函数的上界（合页损失函数）构成的目标函数．这时的上界损失函数又称为代理

损失函数（surrogate loss function）． 

 
图 7.6  合页损失函数 

图 7.6 中虚线显示的是感知机的损失函数[ ( )]i iy w x b  ．这时，当样本点 ( , )i ix y

被正确分类时，损失是 0，否则损失是 ( )i iy w x b  ．相比之下，合页损失函数

不仅要分类正确，而且确信度足够高时损失才是 0．也就是说，合页损失函数对

学习有更高的要求． 

7.3 非线性支持向量机与核函数 

对解线性分类问题，线性分类支持向量机是一种非常有效的方法．但是，有

时分类问题是非线性的，这时可以使用非线性支持向量机．本节叙述非线性支持

向量机，其主要特点是利用核技巧（kernel trick）．为此，先要介绍核技巧．核技

巧不仅应用于支持向量机，而且应用于其他统计学习问题． 

7.3.1 核技巧 

1．非线性分类问题 

非线性分类问题是指通过利用非线性模型才能很好地进行分类的问题．先看

一个例子：如 7.7 左图，是一个分类问题，图中“ ”表示正实例点，“”表示负

实例点．由图可见，无法用直线（线性模型）将正负实例正确分开，但可以用一

条椭圆曲线（非线性模型）将它们正确分开． 

一般来说，对给定的一个训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中，

实例 ix 属于输入空间， n
ix   R ，对应的标记有两类 { 1, 1}iy     ， 1,i   

2, , N ．如果能用 nR 中的一个超曲面将正负例正确分开，则称这个问题为非线

性可分问题． 
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图 7.7  非线性分类问题与核技巧示例 

非线性问题往往不好求解，所以希望能用解线性分类问题的方法解决这个问

题．所采取的方法是进行一个非线性变换，将非线性问题变换为线性问题，通过解

变换后的线性问题的方法求解原来的非线性问题．对图 7.7 所示的例子，通过变

换，将左图中椭圆变换成右图中的直线，将非线性分类问题变换为线性分类问题． 

设原空间为 2 R ， (1) (2) T( , )x x x ，新空间为 2 R ，z  (1) (2) T( , )z z ，

定义从原空间到新空间的变换（映射）： 

 (1) 2 (2) 2 T( ) (( ) , ( ) )z x x x   

经过变换 ( )z x ，原空间 2 R 变换为新空间 2 R ，原空间中的点相应地

变换为新空间中的点，原空间中的椭圆 

 (1) 2 (2) 2
1 2( ) ( ) 0w x w x b    

变换成为新空间中的直线 

 (1) (2)
1 2 0w z w z b    

在变换后的新空间里，直线 (1) (2)
1 2 0w z w z b   可以将变换后的正负实例点正确

分开．这样，原空间的非线性可分问题就变成了新空间的线性可分问题． 

上面的例子说明，用线性分类方法求解非线性分类问题分为两步：首先使用

一个变换将原空间的数据映射到新空间；然后在新空间里用线性分类学习方法从

训练数据中学习分类模型．核技巧就属于这样的方法． 

核技巧应用到支持向量机，其基本想法就是通过一个非线性变换将输入空间

（欧氏空间 nR 或离散集合）对应于一个特征空间（希尔伯特空间），使得在输

入空间 nR 中的超曲面模型对应于特征空间中的超平面模型（支持向量机）．这

样，分类问题的学习任务通过在特征空间中求解线性支持向量机就可以完成． 

2．核函数的定义 

定义 7.6（核函数）  设 是输入空间（欧氏空间 nR 的子集或离散集合），又
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设为特征空间（希尔伯特空间），如果存在一个从 到的映射 

 ( ) :x    (7.65) 

使得对所有 ,x z ，函数 ( , )K x z 满足条件 

 ( , ) ( ) ( )K x z x z    (7.66) 

则称 ( , )K x z 为核函数， ( )x 为映射函数，式中 ( ) ( )x z  为 ( )x 和 ( )z 的内积． 

核技巧的想法是，在学习与预测中只定义核函数 ( , )K x z ，而不显式地定义映

射函数 ．通常，直接计算 ( , )K x z 比较容易，而通过 ( )x 和 ( )z 计算 ( , )K x z 并

不容易．注意， 是输入空间 nR 到特征空间的映射，特征空间一般是高维

的，甚至是无穷维的．可以看到，对于给定的核 ( , )K x z ，特征空间和映射函

数 的取法并不唯一，可以取不同的特征空间，即便是在同一特征空间里也可以

取不同的映射． 

下面举一个简单的例子来说明核函数和映射函数的关系． 

例 7.3 假设输入空间是 2R ，核函数是 2( , ) ( )K x z x z  ，试找出其相关的特

征空间和映射 2( ) :x R ． 

解 取特征空间 3 R ，记 (1) (2) T( , )x x x ， (1) (2) T( , )z z z ，由于 

 2 (1) (1) (2) (2) 2 (1) (1) 2 (1) (1) (2) (2) (2) (2) 2( ) ( ) ( ) 2 ( )x z x z x z x z x z x z x z      

所以可以取映射 

 (1) 2 (1) (2) (2) 2 T( ) (( ) , 2 ,( ) )x x x x x   

容易验证 2( ) ( ) ( ) ( , )x z x z K x z     ． 

仍取 3 R 以及 

 (1) 2 (2) 2 (1) (2) (1) 2 (2) 2 T1
( ) (( ) ( ) ,2 , ( ) ( ) )

2
x x x x x x x     

同样有 2( ) ( ) ( ) ( , )x z x z K x z     ． 

还可以取 4 R 和 

 (1) 2 (1) (2) (1) (2) (2) 2 T( ) (( ) , , , ( ) )x x x x x x x   ■ 

3．核技巧在支持向量机中的应用 

我们注意到在线性支持向量机的对偶问题中，无论是目标函数还是决策函数

（分离超平面）都只涉及输入实例与实例之间的内积．在对偶问题的目标函数

(7.37) 中的内积 i jx x 可以用核函数 ( , ) ( ) ( )i j i jK x x x x   来代替．此时对偶问题

的目标函数成为 
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1 1 1

1
( ) ( , )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

W y y K x x   
  

    (7.67) 

同样，分类决策函数中的内积也可以用核函数代替，而分类决策函数式成为 

 
1 1

( ) sign ( ) ( ) sign ( , )
s sN N

i i i i i i
i i

f x a y x x b a y K x x b    

 

   
      

   
   (7.68) 

这等价于经过映射函数 将原来的输入空间变换到一个新的特征空间，将输

入空间中的内积 i jx x 变换为特征空间中的内积 ( ) ( )i jx x  ，在新的特征空间里

从训练样本中学习线性支持向量机．当映射函数是非线性函数时，学习到的含有

核函数的支持向量机是非线性分类模型． 

也就是说，在核函数 ( , )K x z 给定的条件下，可以利用解线性分类问题的方法

求解非线性分类问题的支持向量机．学习是隐式地在特征空间进行的，不需要显

式地定义特征空间和映射函数．这样的技巧称为核技巧，它是巧妙地利用线性分

类学习方法与核函数解决非线性问题的技术．在实际应用中，往往依赖领域知识

直接选择核函数，核函数选择的有效性需要通过实验验证． 

7.3.2 正定核 

已知映射函数 ,可以通过 ( )x 和 ( )z 的内积求得核函数 ( , )K x z ．不用构造

映射 ( )x 能否直接判断一个给定的函数 ( , )K x z 是不是核函数？或者说，函数

( , )K x z 满足什么条件才能成为核函数？ 

本节叙述正定核的充要条件．通常所说的核函数就是正定核函数（positive 

definite kernel function）．为证明此定理先介绍有关的预备知识． 

假设 ( , )K x z 是定义在   上的对称函数，并且对任意的 1 2, , , mx x x   ，

( , )K x z 关于 1 2, , , mx x x 的 Gram 矩阵是半正定的．可以依据函数 ( , )K x z ，构成一

个希尔伯特空间（Hilbert space），其步骤是：首先定义映射 并构成向量空间；

然后在上定义内积构成内积空间；最后将完备化构成希尔伯特空间． 

1．定义映射，构成向量空间   

先定义映射 
 : ( , )x K x    (7.69) 

根据这一映射，对任意 ix ， i R ， 1,2, ,i m  ，定义线性组合 

 
1

( ) ( , )
m

i i
i

f K x


   (7.70) 

考虑由线性组合为元素的集合．由于集合对加法和数乘运算是封闭的，所以
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构成一个向量空间． 

2．在 上定义内积，使其成为内积空间 

在上定义一个运算：对任意 ,f g， 

 
1

( ) ( , )
m

i i
i

f K x


   (7.71) 

 
1

( ) ( , )
l

j j
i

g K z


   (7.72) 

定义运算  

 
1 1

( , )
m l

i j i j
i j

f g K x z 
 

   (7.73) 

证明运算是空间的内积．为此要证： 
（1） ( ) ( )cf g c f g   ， cR   (7.74) 

（2） ( )f g h f h g h      ， h  (7.75)  

（3） f g g f     (7.76) 

（4） 0f f ≥ ，  (7.77) 

 0 0f f f     (7.78) 

其中，(1) ～ (3) 由式 (7.70) ～ 式 (7.72) 及 ( , )K x z 的对称性容易得到．现证 (4)

之式 (7.77)．由式 (7.70) 及式 (7.73) 可得： 

 
, 1

( , )
m

i j i j
i j

f f K x x 


    

由 Gram 矩阵的半正定性知上式右端非负，即 0f f ≥ ． 

再证 (4) 之式 (7.78)．充分性显然．为证必要性，首先证明不等式： 

 2| | ( )( )f g f f g g  ≤  (7.79) 

设 ,f g ， R ，则 f g ，于是， 

 ( ) ( ) 0f g f g    ≥  

 22 ( ) ( ) 0f f f g g g      ≥  

其左端是的二次三项式，非负，其判别式小于等于 0，即 

 2( ) ( )( ) 0f g f f g g    ≤   

于是式 (7.79) 得证．现证若 0f f  ，则 0f  ．事实上，若 
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1

( ) ( , )
m

i i
i

f K x


   

则按运算的定义式 (7.73)，对任意的 x ，有 

 
1

( , ) ( , ) ( )
m

i i
i

K x f K x x f x


    

于是， 

 2 2| ( ) | | ( , ) |f x K x f   (7.80) 

由式 (7.79) 和式 (7.77) 有 

 2| ( , ) | ( ( , ) ( , ))( ) ( , )( )K x f K x K x f f K x x f f      ≤   

由式 (7.80) 有 

 2| ( ) | ( , )( )f x K x x f f≤  

此式表明，当 0f f  时，对任意的 x都有 | ( ) | 0f x  ． 

至此，证明了为向量空间的内积．赋予内积的向量空间为内积空间．因

此是一个内积空间．既然为的内积运算，那么仍然用 表示，即若 

 
1

( ) ( , )
m

i i
i

f K x


   ， 
1

( ) ( , )
l

j j
i

g K z


   

则 

 
1 1

( , )
m l

i j i j
i j

f g K x z 
 

   (7.81) 

3．将内积空间 完备化为希尔伯特空间 

现在将内积空间完备化．由式 (7.81) 定义的内积可以得到范数 

 || ||f f f   (7.82) 

因此，是一个赋范向量空间．根据泛函分析理论，对于不完备的赋范向量空间，

一定可以使之完备化，得到完备的赋范向量空间．一个内积空间，当作为一个

赋范向量空间是完备的时候，就是希尔伯特空间．这样，就得到了希尔伯特空   

间． 

这一希尔伯特空间称为再生核希尔伯特空间（reproducing kernel Hilbert 

space，RKHS)．这是由于核 K 具有再生性，即满足 

 ( , ) ( )K x f f x   (7.83) 
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及 
 ( , ) ( , ) ( , )K x K z K x z    (7.84) 

称为再生核． 

4．正定核的充要条件 

定理 7.5（正定核的充要条件） 设 :K   R  是对称函数，则 ( , )K x z 为正

定核函数的充要条件是对任意 ix ， 1,2, ,i m  ， ( , )K x z 对应的 Gram 矩阵： 

 ( , )i j m m
K K x x


     (7.85) 

是半正定矩阵． 

证明 必要性．由于 ( , )K x z 是   上的正定核，所以存在从 到希尔伯特

空间的映射 ，使得 

 ( , ) ( ) ( )K x z x z    

于是，对任意 1 2, , , mx x x ，构造 ( , )K x z 关于 1 2, , , mx x x 的 Gram 矩阵 

 [ ] [ ( , )]ij m m i j m mK K x x   

对任意 1 2, , , mc c c R ，有 

 
, 1 , 1

2

( , ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) 0

m m

i j i j i j i j
i j i j

i i j j i i
i j i

c c K x x c c x x

c x c x c x

 

  

 



  
   
   

 

  



 ≥

 

表明 ( , )K x z 关于 1 2, , , mx x x 的 Gram 矩阵是半正定的． 

充分性．已知对称函数 ( , )K x z 对任意 1 2, , , mx x x  ， ( , )K x z 关于 1 2, , , mx x x
的 Gram 矩阵是半正定的．根据前面的结果，对给定的 ( , )K x z ，可以构造从到

某个希尔伯特空间的映射： 

 : ( , )x K x    (7.86) 

由式 (7.83) 可知， 
 ( , ) ( )K x f f x   

并且 
 ( , ) ( , ) ( , )K x K z K x z    

由式 (7.86) 即得 
 ( , ) ( ) ( )K x z x z    

表明 ( , )K x z 是   上的核函数． ■ 
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定理给出了正定核的充要条件，因此可以作为正定核，即核函数的另一定义． 

定义 7.7（正定核的等价定义）  设 n R ， ( , )K x z 是定义在   上的对称

函数，如果对任意 ix ， 1,2, ,i m  ， ( , )K x z 对应的 Gram 矩阵 

 ( , )i j m m
K K x x


     (7.87) 

是半正定矩阵，则称 ( , )K x z 是正定核． 

这一定义在构造核函数时很有用．但对于一个具体函数 ( , )K x z 来说，检验它

是否为正定核函数并不容易，因为要求对任意有限输入集 1 2{ , , , }mx x x 验证 K 对

应的 Gram 矩阵是否为半正定的．在实际问题中往往应用已有的核函数．另外，

由 Mercer 定理可以得到 Mercer 核（Mercer Kernel）[11]，正定核比 Mercer 核更具

一般性．下面介绍一些常用的核函数． 

7.3.3  常用核函数 

1．多项式核函数（polynomial kernel function） 

 ( , ) ( 1) pK x z x z   (7.88) 

对应的支持向量机是一个 p 次多项式分类器．在此情形下，分类决策函数成为 

 * *

1

( ) sign ( 1)
sN

p
i i i

i

f x a y x x b


 
   

 
   (7.89) 

2．高斯核函数（Gaussian kernel  function） 

 
2

2

|| ||
( , ) exp

2

x z
K x z


 

  
 

 (7.90) 

对应的支持向量机是高斯径向基函数（radial basis function）分类器．在此情形下，

分类决策函数成为 

 
2

2
1

|| ||
( ) sign exp

2

sN

i i
i

x z
f x a y b


 



  
       

  (7.91) 

3．字符串核函数（string kernel function） 

核函数不仅可以定义在欧氏空间上，还可以定义在离散数据的集合上．比如，

字符串核是定义在字符串集合上的核函数．字符串核函数在文本分类、信息检索、

生物信息学等方面都有应用． 



7.3 非线性支持向量机与核函数 123 

考虑一个有限字符表 ．字符串 s是从 中取出的有限个字符的序列，包括

空字符串．字符串 s的长度用 | |s 表示，它的元素记作 (1) (2) (| |)s s s s ．两个字符

串 s和 t 的连接记作 st ．所有长度为 n的字符串的集合记作 n ，所有字符串的集

合记作
0

n

n

 






 ． 

考虑字符串 s 的子串 u ．给定一个指标序列 1 2 | |( , , , )ui i i i  ， 1 21 i i ≤  

| | | |ui s ≤ ，s的子串定义为 1 2 | |( ) ( ) ( ) ( )uu s i s i s i s i   ，其长度记作 | | 1( ) 1ul i i i   ．如

果 i 是连续的，则 ( ) | |l i u ；否则， ( ) | |l i u ． 

假设是长度大于或等于 n字符串的集合， s是 的元素．现在建立字符串

集合 到特征空间
n

n R 的映射 ( )n s ．
n

R 表示定义在 n 上的实数空间，其

每一维对应一个字符串 nu  ，映射 ( )n s 将字符串 s对应于空间
n

R 的一个向量，

其在u 维上的取值为 

 ( )

: ( )

[ ( )] l i
n u

i s i u

s 


   (7.92) 

这里，0 1 ≤ 是一个衰减参数， ( )l i 表示字符串 i 的长度，求和在 s中所有与u 相

同的子串上进行． 

例如，假设 为英文字符集，n 为 3，为长度大于或等于 3 的字符串的集合.

考虑将字符集 映射到特征空间 3H ． 3H 的一维对应于字符串 asd ．这时，字    

符串“Nasdaq”与“ lass das”在这一维上的值分别是 3
3[ (Nasdaq)]asd  和

5
3[ (lass das)] 2asd  （为空格）．在第 1 个字符串里， asd 是连续的子串．在

第 2 个字符串里， asd 是长度为 5 的不连续子串，共出现 2 次．
 

两个字符串 s和 t 上的字符串核函数是基于映射 n 的特征空间中的内积： 

 ( ) ( )

( , ): ( ) ( )

( , ) [ ( )] [ ( )]
n n

l i l j
n n u n u

i j s i t j uu u

k s t s t
 

   
  

     (7.93) 

字符串核函数 ( , )nk s t 给出了字符串 s 和 t 中长度等于 n 的所有子串组成的特征向

量的余弦相似度（cosine similarity）．直观上，两个字符串相同的子串越多，它们

就越相似，字符串核函数的值就越大．字符串核函数可以由动态规划快速地计算． 

7.3.4  非线性支持向量分类机 

如上所述，利用核技巧，可以将线性分类的学习方法应用到非线性分类问题

中去．将线性支持向量机扩展到非线性支持向量机，只需将线性支持向量机对偶

形式中的内积换成核函数． 

定义 7.8（非线性支持向量机）  从非线性分类训练集，通过核函数与软间隔

最大化，或凸二次规划 (7.95) ～(7.97)，学习得到的分类决策函数 
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 * *

1

( ) sign ( , )
N

i i i
i

f x y K x x b


   
 
  (7.94) 

称为非线性支持向量， ( , )K x z 是正定核函数． 

下面叙述非线性支持向量机学习算法． 

算法 7.4（非线性支持向量机学习算法） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中 n
ix   R ， iy  

{ 1, 1}   ， 1,2, ,i N  ； 

输出：分类决策函数． 

（1）选取适当的核函数 ( , )K x z 和适当的参数C，构造并求解最优化问题 

 min


 
1 1 1

1
( , )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y K x x  
  

   (7.95) 

 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                    (7.96) 

  0 i C≤ ≤ ， 1,2, ,i N   (7.97) 

求得最优解 T
1 2( , , , )N        ． 

（2）选择 的一个正分量 0 j C  ，计算 

 
1

( )
N

j i i i j
i

b y y K x x 



    

（3）构造决策函数： 

 
1

( ) sign ( )
N

i i i
i

f x y K x x b 



   
 
   ■ 

当 ( , )K x z 是正定核函数时，问题 (7.95) ～ (7.97) 是凸二次规划问题，解是存在的． 

7.4 序列最小最优化算法 

本节讨论支持向量机学习的实现问题．我们知道，支持向量机的学习问题可

以形式化为求解凸二次规划问题．这样的凸二次规划问题具有全局最优解，并且

有许多最优化算法可以用于这一问题的求解．但是当训练样本容量很大时，这些

算法往往变得非常低效，以致无法使用．所以，如何高效地实现支持向量机学习

就成为一个重要的问题．目前人们已提出许多快速实现算法．本节讲述其中的序

列最小最优化（sequential minimal optimization，SMO）算法，这种算法 1998 年

由 Platt 提出． 
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SMO 算法要解如下凸二次规划的对偶问题： 

 min


 
1 1 1

1
( , )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y K x x  
  

   (7.98) 

 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                    (7.99) 

   0 i C≤ ≤ ， 1,2, ,i N   (7.100) 

在这个问题中，变量是拉格朗日乘子，一个变量 i 对应于一个样本点 ( , )i ix y ；变

量的总数等于训练样本容量 N ． 

SMO 算法是一种启发式算法，其基本思路是：如果所有变量的解都满足此

最优化问题的 KKT 条件（Karush-Kuhn-Tucker conditions），那么这个最优化问题

的解就得到了．因为 KKT 条件是该最优化问题的充分必要条件．否则，选择两

个变量，固定其他变量，针对这两个变量构建一个二次规划问题．这个二次规划

问题关于这两个变量的解应该更接近原始二次规划问题的解，因为这会使得原始

二次规划问题的目标函数值变得更小．重要的是，这时子问题可以通过解析方法

求解，这样就可以大大提高整个算法的计算速度．子问题有两个变量，一个是违

反 KKT 条件最严重的那一个，另一个由约束条件自动确定．如此，SMO 算法将

原问题不断分解为子问题并对子问题求解，进而达到求解原问题的目的． 

注意，子问题的两个变量中只有一个是自由变量．假设 1 ， 2 为两个变量，

3 4, , , N   固定，那么由等式约束 (7.99) 可知 

 1 1
2

N

i i
i

y y 


    

如果 2 确定，那么 1 也随之确定．所以子问题中同时更新两个变量． 

整个 SMO 算法包括两个部分：求解两个变量二次规划的解析方法和选择变

量的启发式方法． 

7.4.1 两个变量二次规划的求解方法 

不失一般性，假设选择的两个变量是 1 2,  ，其他变量 ( 3,4, , )i i N   是固

定的．于是 SMO 的最优化问题 (7.98) ～ (7.100) 的子问题可以写成： 

 
1 2,

min
 

 2 2
1 2 11 1 22 2 1 2 12 1 2

1 1
( , )

2 2
W K K y y K                     

              1 2 1 1 1 2 2 2
3 3

( )
N N

i i i i i i
i i

y y K y y K     
 

      (7.101) 
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 s.t. 1 1 2 2
3

N

i i
i

y y y   


                    (7.102) 

 0 i C≤ ≤ ， 1,2i                 (7.103) 

其中， ( , )ij i jK K x x , , 1,2, ,i j N  ， 是常数，目标函数式 (7.101) 中省略了不

含 1 2,  的常数项． 

为了求解两个变量的二次规划问题 (7.101) ～ (7.103)，首先分析约束条件，然

后在此约束条件下求极小． 

由于只有两个变量 1 2( , )  ，约束可以用二维空间中的图形表示（如图 7.8   

所示）． 

 
图 7.8  二变量优化问题图示 

不等式约束 (7.103) 使得 1 2( , )  在盒子 [0, ] [0, ]C C 内，等式约束 (7.102) 使

1 2( , )  在平行于盒子 [0, ] [0, ]C C 的对角线的直线上．因此要求的是目标函数在

一条平行于对角线的线段上的最优值．这使得两个变量的最优化问题成为实质上

的单变量的最优化问题，不妨考虑为变量 2 的最优化问题． 

假设问题 (7.101) ～ (7.103) 的初始可行解为 old old
1 2,  ，最优解为 new new

1 2,  ，并

且假设在沿着约束方向未经剪辑时 2 的最优解为 new,unc
2 ． 

由于 new
2 需满足不等式约束 (7.103)，所以最优值 new

2 的取值范围必须满足 

条件 

 new
2L H≤ ≤  

其中， L 与 H 是 new
2 所在的对角线段端点的界．如果 1 2y y （如图 7.8 左图所   

示），则 

 old old
2 1max(0, )L    ， old old

2 1min( , )H C C      

如果 1 2y y （如图 7.8 右图所示），则 

 old old
2 1max(0, )L C    ， old old

2 1min( , )H C     
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下面，首先求沿着约束方向未经剪辑即未考虑不等式约束 (7.103) 时 2 的最

优解 new,unc
2 ；然后再求剪辑后 2 的解 new

2 ．我们用定理来叙述这个结果．为了叙

述简单，记 

 
1

( ) ( , )
N

i i i
i

g x y K x x b


   (7.104) 

令 

 
1

( ) ( , )
N

i i i j j j i i
j

E g x y y K x x b y


 
     

 
 ， 1,2i   (7.105) 

当 1,2i  时， iE 为函数 ( )g x 对输入 ix 的预测值与真实输出 iy 之差. 

定理 7.6 最优化问题 (7.101) ～ (7.103) 沿着约束方向未经剪辑时的解是 

 new,unc old 2 1 2
2 2

( )y E E
 




   (7.106) 

其中， 

 
2

11 22 12 1 22 ( ) ( )K K K x x        (7.107) 

( )x 是输入空间到特征空间的映射， iE ， 1,2i  ，由式 (7.105) 给出． 

经剪辑后 2 的解是 

 

new,unc
2

new new,unc new,unc
2 2 2

new,unc
2

,

,

,

H H

L H

L L


  



 
 
 

≤ ≤  (7.108) 

由 new
2 求得 new

1 是 

 new old old new
1 1 1 2 2 2( )y y       (7.109) 

证明 引进记号 

 
2

3 1

( , ) ( ) ( , )
N

i j j i j i j j i j
j j

v y K x x g x y K x x b 
 

     ， 1,2i   

目标函数可写成 

 
2 2

1 2 11 1 22 2 1 2 12 1 2

1 2 1 1 1 2 2 2

1 1
( , )

2 2
( )

W K K y y K

y v y v

     

   

  

   
 

(7.110)
 

由 1 1 2 2y y    及 2 1iy  ，可将 1 表示为 

 1 2 2 1( )y y     
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代入式 (7.110)，得到只是 2 的函数的目标函数： 

 
2 2

2 11 2 2 22 2 2 12 2 2 2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2
( ) ( )

W K y K y K y

y y v y y v

      

     

    

     
  

对 2 求导数 

 
11 2 22 2 12 2

2

11 2 12 2 1 2 1 2 2 2

2

1

W
K K K

K y K y y y v y y v

  


 


  


     

  

令其为 0，得到 

 

11 22 12 2 2 2 1 11 12 1 2

2

2 2 1 11 12 1 1
1

2

2 2
1

( 2 ) ( )

( )

( )

j j j
j

j j j
j

K K K y y y K K v v

y y y K K g x y K b

g x y K b

  

  







       

  
        

  
 

    
 





 

将 old old
1 1 2 2y y    代入，得到 

 
new,unc old

11 22 12 2 2 11 22 12 2 2 2 1 1 2

old
11 22 12 2 2 1 2

( 2 ) (( 2 ) ( ) ( ))

( 2 ) ( )

K K K y K K K y y y g x g x

K K K y E E

 



        

    
 

将 11 22 122K K K    代入，于是得到 

 new,unc old 2 1 2
2 2

( )y E E
 




   

要使其满足不等式约束必须将其限制在区间[ , ]L H 内，从而得到 new
2 的表达

式 (7.108) ．由等式约束 (7.102) ，得到 new
1 的表达式 (7.109) ．于是得到最优化问

题 (7.101) ～ (7.103) 的解 new new
1 2( , )  ． ■ 

7.4.2 变量的选择方法 

SMO 算法在每个子问题中选择两个变量优化，其中至少一个变量是违反 KKT

条件的． 

1．第 1 个变量的选择 

SMO 称选择第 1 个变量的过程为外层循环．外层循环在训练样本中选取违

反 KKT 条件最严重的样本点，并将其对应的变量作为第 1 个变量．具体地，检

验训练样本点 ( , )i ix y 是否满足 KKT 条件，即 

 0 ( ) 1i i iy g x   ≥  (7.111) 
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 0 ( ) 1i i iC y g x     (7.112) 

 ( ) 1i i iC y g x   ≤  (7.113) 

其中，
1

( ) ( , )
N

i j j i j
j

g x y K x x b


  ． 

该检验是在 范围内进行的．在检验过程中，外层循环首先遍历所有满足条

件 0 i C  的样本点，即在间隔边界上的支持向量点，检验它们是否满足 KKT

条件．如果这些样本点都满足 KKT 条件，那么遍历整个训练集，检验它们是否

满足 KKT 条件． 

2．第 2 个变量的选择 

SMO 称选择第 2 个变量的过程为内层循环．假设在外层循环中已经找到第 1

个变量 1 ，现在要在内层循环中找第 2 个变量 2 ．第 2 个变量选择的标准是希望

能使 2 有足够大的变化． 

由式 (7.106) 和式 (7.108) 可知， new
2 是依赖于 1 2E E 的，为了加快计算速

度，一种简单的做法是选择 2 ，使其对应的 1 2E E 最大．因为 1 已定， 1E 也确

定了．如果 1E 是正的，那么选择最小的 iE 作为 2E ；如果 1E 是负的，那么选择最

大的 iE 作为 2E ．为了节省计算时间，将所有 iE 值保存在一个列表中． 

在特殊情况下，如果内层循环通过以上方法选择的 2 不能使目标函数有足够

的下降，那么采用以下启发式规则继续选择 2 ．遍历在间隔边界上的支持向量点，

依次将其对应的变量作为 2 试用，直到目标函数有足够的下降．若找不到合适的

2 ，那么遍历训练数据集；若仍找不到合适的 2 ，则放弃第 1 个 1 ，再通过外层

循环寻求另外的 1 ． 

3．计算阈值 b 和差值 iE  

在每次完成两个变量的优化后，都要重新计算阈值b ．当 new
10 C  时，由

KKT 条件 (7.112) 可知： 

 1 1
1

N

i i i
i

y K b y


   

于是， 

 new new new
1 1 1 1 1 11 2 2 21

3

N

i i i
i

b y y K y K y K  


     (7.114) 

由 1E 的定义式 (7.105) 有 

 old old old
1 1 1 1 11 2 2 21 1

3

N

i i i
i

E y K y K y K b y  


      
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式 (7.114) 的前两项可写成： 

 old old old
1 1 1 1 1 11 2 2 21

3

N

i i i
i

y y K E y K y K b  


       

代入式 (7.114) ，可得 

 new new old new old old
1 1 1 11 1 1 2 21 2 2( ) ( )b E y K y K b           (7.115) 

同样，如果 new
20 C  ，那么， 

 new new old new old old
2 2 1 12 1 1 2 22 2 2( ) ( )b E y K y K b           (7.116) 

如果 new new
1 2,  同时满足条件 new0 i C  ， 1,2i  ，那么 new new

1 2b b ．如果
new new
1 2,  是0 或者C ，那么 new

1b 和 new
2b 以及它们之间的数都是符合 KKT 条件的阈

值，这时选择它们的中点作为 newb ． 

在每次完成两个变量的优化之后，还必须更新对应的 iE 值，并将它们保存在

列表中． iE 值的更新要用到 newb 值，以及所有支持向量对应的 j ： 

 new new( , )i j j i j i
S

E y K x x b y    (7.117) 

其中， S 是所有支持向量 jx 的集合． 

7.4.3  SMO 算法 

算法 7.5（SMO 算法） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中， n
ix   R ， iy  

{ 1, 1}   ， 1,2, ,i N  ，精度 ； 

输出：近似解̂ ． 

（1）取初值 (0) 0  ，令 0k  ； 

（2）选取优化变量 ( ) ( )
1 2,k k  ，解析求解两个变量的最优化问题 (7.101) ～ 

(7.103) ，求得最优解 ( 1) ( 1)
1 2,k k   ，更新 为 ( 1)k  ； 

（3）若在精度 范围内满足停机条件 

 
1

0
N

i i
i

y


  

 0 i C≤ ≤ ， 1,2, ,i N   

 

1,    { | 0}

( ) 1,    { | 0 }

1,    { | }

i i

i i i i

i i

x

y g x x C

x C







   
 



≥

≤
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其中， 

 
1

( ) ( , )
N

i j j j i
j

g x y K x x b


   

则转 (4)；否则令 1k k  ，转 (2)； 

（4）取 ( 1)ˆ k   ． ■ 

本 章 概 要 

1．支持向量机最简单的情况是线性可分支持向量机，或硬间隔支持向量

机．构建它的条件是训练数据线性可分．其学习策略是最大间隔法．可以表示为

凸二次规划问题，其原始最优化问题为 

 
,

min
w b

 
21

2
w                           

 s.t.   ( ) 1 0i iy w x b  ≥ ， 1,2, ,i N   

求得最优化问题的解为 w，b，得到线性可分支持向量机，分离超平面是 

 0w x b    

分类决策函数是 

 ( ) sign( )f x w x b    

最大间隔法中，函数间隔与几何间隔是重要的概念． 

线性可分支持向量机的最优解存在且唯一．位于间隔边界上的实例点为支持

向量．最优分离超平面由支持向量完全决定． 

二次规划问题的对偶问题是 

 min  
1 1 1

1
( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x  
  

   

 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                   

 0i ≥ ， 1,2, ,i N    

通常，通过求解对偶问题学习线性可分支持向量机，即首先求解对偶问题的

最优值 ，然后求最优值 w 和b，得出分离超平面和分类决策函数． 

2．现实中训练数据是线性可分的情形较少，训练数据往往是近似线性可分
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的，这时使用线性支持向量机，或软间隔支持向量机．线性支持向量机是最基本

的支持向量机． 

对于噪声或例外，通过引入松弛变量 i ，使其“可分”，得到线性支持向量

机学习的凸二次规划问题，其原始最优化问题是 

 
, ,

min
w b 

 
2

1

1

2

N

i
i

w C 


                      

 s.t.  ( ) 1i i iy w x b   ≥ ， 1,2, ,i N   

 0i ≥ ， 1,2, ,i N         

求解原始最优化问题的解 w , b，得到线性支持向量机，其分离超平面为 

 0w x b    

分类决策函数为 

 ( ) sign( )f x w x b    

线性可分支持向量机的解 w唯一但b不唯一． 

对偶问题是 

 min


 
1 1 1

1
( )

2

N N N

i j i j i j i
i j i

y y x x  
  

   

 s.t.   
1

0
N

i i
i

y


                   

    0 i C≤ ≤ ， 1,2, ,i N   

线性支持向量机的对偶学习算法，首先求解对偶问题得到最优解 ，然后求

原始问题最优解 w和b，得出分离超平面和分类决策函数． 

对偶问题的解 中满足 0i
  的实例点 ix 称为支持向量．支持向量可在间隔

边界上，也可在间隔边界与分离超平面之间，或者在分离超平面误分一侧．最优

分离超平面由支持向量完全决定． 

线性支持向量机学习等价于最小化二阶范数正则化的合页函数 

  
1

1 ( )
N

i i
i

y w x b




   2|| ||w  

3．非线性支持向量机 

对于输入空间中的非线性分类问题，可以通过非线性变换将它转化为某个高
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维特征空间中的线性分类问题，在高维特征空间中学习线性支持向量机．由于在

线性支持向量机学习的对偶问题里，目标函数和分类决策函数都只涉及实例与实

例之间的内积，所以不需要显式地指定非线性变换，而是用核函数来替换当中的

内积．核函数表示，通过一个非线性转换后的两个实例间的内积．具体地， ( , )K x z

是一个核函数，或正定核，意味着存在一个从输入空间 到特征空间的映射

( ) :x  ，对任意 ,x z ，有 

 ( , ) ( ) ( )K x z x z    

对称函数 ( , )K x z 为正定核的充要条件如下：对任意 ix ， 1,2, ,i m  ，任意正

整数m ，对称函数 ( , )K x z 对应的 Gram 矩阵是半正定的． 

所以，在线性支持向量机学习的对偶问题中，用核函数 ( , )K x z 替代内积，求

解得到的就是非线性支持向量机 

 * *

1

( ) sign ( , )
N

i i i
i

f x y K x x b


 
  

 
  

4．SMO 算法 

SMO 算法是支持向量机学习的一种快速算法，其特点是不断地将原二次规

划问题分解为只有两个变量的二次规划子问题，并对子问题进行解析求解，直到

所有变量满足 KKT 条件为止．这样通过启发式的方法得到原二次规划问题的最

优解．因为子问题有解析解，所以每次计算子问题都很快，虽然计算子问题次数

很多，但在总体上还是高效的． 

继 续 阅 读 

线性支持向量机（软间隔）由 Cortes 与 Vapnik 提出[1]．同时，Boser, Guyon 与

Vapnik 又引入核技巧，提出非线性支持向量机[2]．Drucker 等人将其扩展到支持

向量回归[3]．Vapnik Vladimir 在他的统计学习理论[4]一书中对支持向量机的泛化

能力进行了论述． 

Platt 提出了支持向量机的快速学习算法 SMO[5]，Joachims实现的 SVM Light，

以及 Chang 与 Lin 实现的 LIBSVM 软件包被广泛使用．② 

原始的支持向量机是二类分类模型，又被推广到多类分类支持向量机[6,7]，以

及用于结构预测的结构支持向量机[8]． 

关于支持向量机的文献很多．支持向量机的介绍可参照文献[9～12]．核方法

                                                        
② SVM Light：http://svmlight.joachims.org/．LIBSVM：http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvm/． 
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被认为是比支持向量机更具一般性的机器学习方法．核方法的介绍可参考文献

[13～15]． 

习    题 

1.1  比较感知机的对偶形式与线性可分支持向量机的对偶形式． 

1.2  已知正例点 T
1 (1,2)x  ， T

2 (2,3)x  ， T
3 (3,3)x  ，负例点 T

4 (2,1)x  ， T
5 (3,2)x  ，

试求最大间隔分离超平面和分类决策函数，并在图上画出分离超平面、间隔

边界及支持向量． 

1.3  线性支持向量机还可以定义为以下形式： 

 
, ,

min
w b 

 2 2

1

1
|| ||

2

N

i
i

w C 


                   

 s.t.  ( ) 1i i iy w x b   ≥ ， 1,2, ,i N   

 0i ≥ ， 1,2, ,i N          

 试求其对偶形式． 

1.4  证明内积的正整数幂函数： 

 ( , ) ( ) pK x z x z   

 是正定核函数，这里 p 是正整数， , nx zR ． 

参 考 文 献 

[1] Cortes C, Vapnik V. Support-vector networks. Machine Learning, 1995, 20 

[2] Boser BE, Guyon IM, Vapnik VN. A training algorithm for optimal margin classifiers. In: Haussler 

D, ed. Proc of the 5th Annual ACM Workshop on COLT. Pittsburgh, PA, 1992, 144–152 

[3] Drucker H, Burges CJC, Kaufman L, Smola A, Vapnik V. Support vector regression machines. 

In: Advances in Neural Information Processing Systems 9, NIPS 1996. MIT Press, 155–161 

[4] Vapnik Vladimir N. The Nature of Statistical Learning Theory. Berlin: Springer-Verlag, 1995

（中译本：张学工，译．统计学习理论的本质．北京：清华大学出版社，2000） 

[5] Platt JC. Fast training of support vector machines using sequential minimal optimization. 

Microsoft Research, http://research.microsoft.com/apps/pubs/?id=68391 

[6] Weston JAE, Watkins C. Support vector machines for multi-class pattern recognition. In: 

Proceedings of the 7th European Symposium on Articial Neural Networks. 1999 

[7] Crammer K, Singer Y. On the algorithmic implementation of multiclass kernel-based machines. 

Journal of Machine Learning Research, 2001, 2 (Dec): 265–292 



参考文献 135 

[8] Tsochantaridis I, Joachims T, Hofmann T, Altun Y. Large margin methods for structured and 

interdependent output variables. JMLR, 2005, 6: 1453–1484 

[9] Burges JC. A tutorial on support vector machines for pattern recognition. Bell Laboratories, 

Lucent Technologies. 1997 

[10]  Cristianini N, Shawe-Taylor J. An Introduction to Support Vector Machines and Othre Kerner- 

Based Learning Methods. Cambridge University Press，2000（中译本：李国正，等译. 支持向

量机导论．北京：电子工业出版社，2004） 

[11]  邓乃扬，田英杰．数据挖掘中的新方法——支持向量机．北京：科学出版社，2004 

[12]  邓乃扬，田英杰．支持向量机——理论，算法与拓展．北京：科学出版社，2009 

[13]  Scholkpf B, Smola AJ. Learning with Kernels: Support Vector Machines, Regularization, 

Optimization, and Beyond. MIT Press, 2002 

[14]  Herbrich R. Learning Kernel Classifiers, Theory and Algorithms. The MIT Press, 2002 

[15]  Hofmann T, Scholkopf B, Smola AJ. Kernel methods in machine learning. The Annals of Statistics, 

2008, 36(3): 1171–1220 

 

 

 



第 8 章 提 升 方 法 

提升（boosting）方法是一种常用的统计学习方法，应用广泛且有效．在分

类问题中，它通过改变训练样本的权重，学习多个分类器，并将这些分类器进行

线性组合，提高分类的性能． 

本章首先介绍提升方法的思路和代表性的提升算法 AdaBoost；然后通过训练

误差分析探讨 AdaBoost 为什么能够提高学习精度；并且从前向分步加法模型的

角度解释 AdaBoost；最后叙述提升方法更具体的实例——提升树（boosting 

tree）．AdaBoost 算法是 1995 年由 Freund 和 Schapire 提出的，提升树是 2000 年

由 Friedman 等人提出的． 

8.1 提升方法 AdaBoost 算法 

8.1.1 提升方法的基本思路 

提升方法基于这样一种思想：对于一个复杂任务来说，将多个专家的判断进

行适当的综合所得出的判断，要比其中任何一个专家单独的判断好．实际上，就

是“三个臭皮匠顶个诸葛亮”的道理． 

历史上，Kearns 和 Valiant 首先提出了“强可学习（strongly learnable）”和“弱

可学习（weakly learnable）”的概念．指出：在概率近似正确（probably approximately 

correct，PAC）学习的框架中，一个概念（一个类），如果存在一个多项式的学习

算法能够学习它，并且正确率很高，那么就称这个概念是强可学习的；一个概念，

如果存在一个多项式的学习算法能够学习它，学习的正确率仅比随机猜测略好，那

么就称这个概念是弱可学习的．非常有趣的是 Schapire 后来证明强可学习与弱可

学习是等价的，也就是说，在 PAC 学习的框架下，一个概念是强可学习的充分

必要条件是这个概念是弱可学习的． 

这样一来，问题便成为，在学习中，如果已经发现了“弱学习算法”，那么

能否将它提升（boost）为“强学习算法”．大家知道，发现弱学习算法通常要比

发现强学习算法容易得多．那么如何具体实施提升，便成为开发提升方法时所要

解决的问题．关于提升方法的研究很多，有很多算法被提出．最具代表性的是

AdaBoost 算法（AdaBoost algorithm）． 

对于分类问题而言，给定一个训练样本集，求比较粗糙的分类规则（弱分类

器）要比求精确的分类规则（强分类器）容易得多．提升方法就是从弱学习算法

出发，反复学习，得到一系列弱分类器（又称为基本分类器），然后组合这些弱
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分类器，构成一个强分类器．大多数的提升方法都是改变训练数据的概率分布（训

练数据的权值分布），针对不同的训练数据分布调用弱学习算法学习一系列弱分

类器． 

这样，对提升方法来说，有两个问题需要回答：一是在每一轮如何改变训练

数据的权值或概率分布；二是如何将弱分类器组合成一个强分类器．关于第 1 个

问题，AdaBoost 的做法是，提高那些被前一轮弱分类器错误分类样本的权值，而

降低那些被正确分类样本的权值．这样一来，那些没有得到正确分类的数据，由

于其权值的加大而受到后一轮的弱分类器的更大关注．于是，分类问题被一系列

的弱分类器“分而治之”．至于第 2 个问题，即弱分类器的组合，AdaBoost 采取

加权多数表决的方法．具体地，加大分类误差率小的弱分类器的权值，使其在表

决中起较大的作用，减小分类误差率大的弱分类器的权值，使其在表决中起较小

的作用． 

AdaBoost 的巧妙之处就在于它将这些想法自然且有效地实现在一种算法里． 

8.1.2 AdaBoost 算法 

现在叙述 AdaBoost 算法．假设给定一个二类分类的训练数据集 

1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y   

其中，每个样本点由实例与标记组成．实例 n
ix   R ，标记 { 1, 1}iy     ， 

 是实例空间， 是标记集合．AdaBoost 利用以下算法，从训练数据中学习一

系列弱分类器或基本分类器，并将这些弱分类器线性组合成为一个强分类器． 

算法 8.1（AdaBoost） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ，其中 n
ix   R ， iy  

{ 1, 1}   ；弱学习算法； 

输出：最终分类器 ( )G x ． 

（1）初始化训练数据的权值分布 

1 11 1 1( , , , , )i ND w w w   ， 1

1
iw

N
 ， 1,2, ,i N   

（2）对 1,2, ,m M   

（a）使用具有权值分布 mD 的训练数据集学习，得到基本分类器 

( ) : { 1, 1}mG x     

（b）计算 ( )mG x 在训练数据集上的分类误差率 

 
1

( ( ) ) ( ( ) )
N

m m i i mi m i i
i

e P G x y w I G x y


     (8.1) 
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（c）计算 ( )mG x 的系数 

 11
log

2
m

m
m

e

e



  (8.2) 

这里的对数是自然对数． 

（d）更新训练数据集的权值分布 

 1 1,1 1, 1,( , , , , )m m m i m ND w w w       (8.3) 

 1, exp( ( ))mi
m i m i m i

m

w
w y G x

Z
   ， 1,2, ,i N   (8.4) 

这里， mZ 是规范化因子 

 
1

exp( ( ))
N

m mi m i m i
i

Z w y G x


   (8.5) 

它使 1mD  成为一个概率分布． 

（3）构建基本分类器的线性组合 

 
1

( ) ( )
M

m m
m

f x G x


   (8.6) 

得到最终分类器 

 
1

( ) sign( ( )) sign ( )
M

m m
m

G x f x G x


 
   

 
  (8.7) 

  ■ 

对 AdaBoost 算法作如下说明： 

步骤（1）  假设训练数据集具有均匀的权值分布，即每个训练样本在基本分类

器的学习中作用相同，这一假设保证第1步能够在原始数据上学习基本分类器 1( )G x ． 

步骤（2）  AdaBoost 反复学习基本分类器，在每一轮 1,2, ,m M  顺次地执

行下列操作： 

（a）使用当前分布 mD 加权的训练数据集，学习基本分类器 ( )mG x ． 

（b）计算基本分类器 ( )mG x 在加权训练数据集上的分类误差率： 

 
( )

( ( ) )
m i i

m m i i mi
G x y

e P G x y w


     (8.8) 

这里， miw 表示第m 轮中第 i 个实例的权值，
1

1
N

mi
i

w


 ．这表明， ( )mG x 在加权的

训练数据集上的分类误差率是被 ( )mG x 误分类样本的权值之和，由此可以看出数

据权值分布 mD 与基本分类器 ( )mG x 的分类误差率的关系． 

（c）计算基本分类器 ( )mG x 的系数 m ． m 表示 ( )mG x 在最终分类器中的重要

性．由式 (8.2) 可知，当
1

2me ≤ 时， 0m ≥ ，并且 m 随着 me 的减小而增大，所以

分类误差率越小的基本分类器在最终分类器中的作用越大． 
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（d）更新训练数据的权值分布为下一轮作准备．式 (8.4) 可以写成： 

1,

e , ( )

e , ( )

m

m

mi
m i i

m
m i

mi
m i i

m

w
G x y

Z
w

w
G x y

Z









  
 


 

由此可知，被基本分类器 ( )mG x 误分类样本的权值得以扩大，而被正确分类样本

的权值却得以缩小．两相比较，误分类样本的权值被放大 2e
1

m m

m

e

e
 


倍．因此，

误分类样本在下一轮学习中起更大的作用．不改变所给的训练数据，而不断改变

训练数据权值的分布，使得训练数据在基本分类器的学习中起不同的作用，这是

AdaBoost 的一个特点． 

步骤（3）  线性组合 ( )f x 实现 M 个基本分类器的加权表决．系数 m 表示了

基本分类器 ( )mG x 的重要性，这里，所有 m 之和并不为 1． ( )f x 的符号决定实例

x 的类， ( )f x 的绝对值表示分类的确信度．利用基本分类器的线性组合构建最终

分类器是 AdaBoost 的另一特点． 

8.1.3 AdaBoost 的例子
①

 

例 8.1 给定如表 8.1 所示训练数据．假设弱分类器由 x v 或 x v 产生，其

阈值 v 使该分类器在训练数据集上分类误差率最低．试用 AdaBoost 算法学习一个

强分类器． 

表 8.1 训练数据表 

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

x  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

y  1 1 1 –1 –1 –1 1 1 1 –1 
 
解 初始化数据权值分布 

1 11 12 110( , , , )D w w w   

1 0.1iw  ， 1,2, ,10i    

对 1m  ， 

（a）在权值分布为 1D 的训练数据上，阈值 v 取 2.5 时分类误差率最低，故基

本分类器为 

1

1, 2.5
( )

1, 2.5

x
G x

x

  
 

                                                        
① 例题来源于 http://www.csie.edu.tw。 
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（b） 1( )G x 在训练数据集上的误差率 1 1( ( ) ) 0.3i ie P G x y   ． 

（c）计算 1( )G x 的系数： 1
1

1

11
log 0.4236

2

e

e



  ． 

（d）更新训练数据的权值分布： 

2 21 2 210

1
2 1 1

1

2

1 1

( , , , , )

exp( ( )), 1,2, ,10

(0.07143,0.07143,0.07143,0.07143,0.07143,0.07143,

0.16667,0.16667,0.16667,0.07143)

( ) 0.4236 ( )

i

i
i i i

D w w w

w
w y G x i

Z

D

f x G x





  





 



 

分类器 1sign[ ( )]f x 在训练数据集上有 3 个误分类点． 

对 2m  ， 

（a）在权值分布为 2D 的训练数据上，阈值 v 是 8.5 时分类误差率最低，基本

分类器为 

2

1, 8.5
( )

1, 8.5

x
G x

x

  
 

（b） 2 ( )G x 在训练数据集上的误差率 2e  0.2143． 

（c）计算 2  0.6496． 

（d）更新训练数据权值分布： 

3D  (0.0455, 0.0455, 0.0455, 0.1667, 0.1667, 0.1667,  

0.1060, 0.1060, 0.1060, 0.0455)                

2 1 2( ) 0.4236 ( ) 0.6496 ( )f x G x G x                   

分类器 2sign[ ( )]f x 在训练数据集上有 3 个误分类点． 

对 3m  ， 

（a）在权值分布为 3D 的训练数据上，阈值 v 是 5.5 时分类误差率最低，基本

分类器为 

3

1, 5.5
( )

1, 5.5

x
G x

x

  
 

（b） 3 ( )G x 在训练样本集上的误差率 3e  0.1820． 

（c）计算 3  0.7514． 

（d）更新训练数据的权值分布： 

4 (0.125,0.125,0.125,0.102,0.102,0.102,0.065,0.065,0.065,0.125)D   

于是得到： 
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3 1 2 3( ) 0.4236 ( ) 0.6496 ( ) 0.7514 ( )f x G x G x G x    

分类器 3sign[ ( )]f x 在训练数据集上误分类点个数为 0． 

于是最终分类器为 

 3 1 2 3( ) sign[ ( )] sign[0.4236 ( ) 0.6496 ( ) 0.7514 ( )]G x f x G x G x G x     ■ 

8.2  AdaBoost 算法的训练误差分析 

AdaBoost 最基本的性质是它能在学习过程中不断减少训练误差，即在训练数

据集上的分类误差率．关于这个问题有下面的定理： 

定理 8.1（AdaBoost 的训练误差界）  AdaBoost 算法最终分类器的训练误差

界为 

 
1

1 1
( ( ) ) exp( ( ))

N

i i i i m
i i m

I G x y y f x Z
N N

    ≤  (8.9) 

这里, ( )G x , ( )f x 和 mZ 分别由式 (8.7) 、式 (8.6) 和式 (8.5) 给出． 

证明 当 ( )i iG x y 时， ( ) 0i iy f x  ，因而 exp( ( )) 1i iy f x ≥ ．由此直接推导

出前半部分． 

后半部分的推导要用到 mZ 的定义式 (8.5) 及式 (8.4) 的变形： 

1,exp( ( ))mi m i m i m m iw y G x Z w    

现推导如下： 
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1
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1 2 3
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1
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1
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exp( ( ))
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Z Z w y G x

Z Z Z w y G x

Z

























 
  

 

 

 

 


 




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 
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 
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8.3 AdaBoost 算法的解释 143 

这一定理说明，可以在每一轮选取适当的 mG 使得 mZ 最小，从而使训练误差

下降最快．对二类分类问题，有如下结果： 

定理 8.2（二类分类问题 AdaBoost 的训练误差界） 

 2 2

11 1 1

[2 (1 )] (1 4 ) exp 2
M M M M

m m m m m
mm m m

Z e e  
  

 
     

 
   ≤  (8.10) 

这里，
1

2m me   ． 

证明 由 mZ 的定义式 (8.5) 及式 (8.8) 得 

 

1

( ) ( )

2

exp( ( ))

e e

(1 )e e

2 (1 ) 1 4

m m

i m i i m i

m m

N

m mi m i m i
i

mi mi
y G x y G x

m m

m m m

Z w y G x

w w

e e

e e

 

 








 



 

 

  

   


   

(8.11)

 

至于不等式 

2 2

11

(1 4 ) exp 2
M M

m m
mm

 


 
  

 
 ≤  

则可先由 ex 和 1 x 在点 0x  的泰勒展开式推出不等式 2(1 4 )m ≤ 2exp( 2 )m ，

进而得到． ■ 

推论 8.1 如果存在 0  ，对所有m 有 m ≥ ，则 

 2

1

1
( ( ) ) exp( 2 )

N

i i
i

I G x y M
N




  ≤  (8.12) 

这表明在此条件下 AdaBoost 的训练误差是以指数速率下降的．这一性质当

然是很有吸引力的． 

注意，AdaBoost 算法不需要知道下界  ．这正是 Freund 与 Schapire 设计

AdaBoost 时所考虑的．与一些早期的提升方法不同，AdaBoost 具有适应性，即它

能适应弱分类器各自的训练误差率．这也是它的名称（适应的提升）的由来，Ada

是 Adaptive 的简写． 

8.3 AdaBoost 算法的解释 

AdaBoost 算法还有另一个解释，即可以认为 AdaBoost 算法是模型为加法模

型、损失函数为指数函数、学习算法为前向分步算法时的二类分类学习方法． 
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8.3.1  前向分步算法 

考虑加法模型（additive model） 

 
1

( ) ( ; )
M

m m
m

f x b x 


   (8.13) 

其中， ( ; )mb x  为基函数， m 为基函数的参数， m 为基函数的系数．显然，式 (8.6)

是一个加法模型． 

在给定训练数据及损失函数 ( , ( ))L y f x 的条件下，学习加法模型 ( )f x 成为经

验风险极小化即损失函数极小化问题： 

 
,

1 1

min , ( ; )
m m

N M

i m i m
i m

L y b x
 

 
 

 
 
 

   (8.14) 

通常这是一个复杂的优化问题．前向分步算法（forward stagewise algorithm）求

解这一优化问题的想法是：因为学习的是加法模型，如果能够从前向后，每一步

只学习一个基函数及其系数，逐步逼近优化目标函数式 (8.14)，那么就可以简化

优化的复杂度．具体地，每步只需优化如下损失函数： 

  
,

1

min , ( ; )
N

i i
i

L y b x
 

 

  (8.15) 

给 定 训 练 数 据 集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ,
n

ix   R , iy    

{ 1, 1}  ．损失函数 ( , ( ))L y f x 和基函数的集合{ ( ; )}b x  ，学习加法模型 ( )f x 的前

向分步算法如下： 

算法 8.2（前向分步算法） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ；损失函数 ( , ( ))L y f x ；基

函数集{ ( ; )}b x  ； 

输出：加法模型 ( )f x ． 

（1）初始化 0 ( ) 0f x   

（2）对 1,2, ,m M   

（a）极小化损失函数 

  1,
1

( , ) arg min , ( ) ( ; )
N

m m i m i i
i

L y f x b x
 

   


   (8.16) 

得到参数 m ， m  

（b）更新 
 1( ) ( ) ( ; )m m m mf x f x b x    (8.17)  

（3）得到加法模型 

 
1

( ) ( ) ( ; )
M

M m m
m

f x f x b x 


   (8.18) 

  ■ 
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这样，前向分步算法将同时求解从 1m  到 M 所有参数 m ， m 的优化问题简

化为逐次求解各个 m ， m 的优化问题． 

8.3.2  前向分步算法与 AdaBoost 

由前向分步算法可以推导出 AdaBoost，用定理叙述这一关系． 

定理 8.3 AdaBoost 算法是前向分歩加法算法的特例．这时，模型是由基本

分类器组成的加法模型，损失函数是指数函数． 

证明 前向分步算法学习的是加法模型，当基函数为基本分类器时，该加法

模型等价于 AdaBoost 的最终分类器 

 
1

( ) ( )
M

m m
m

f x G x


  
 

(8.19) 

由基本分类器 ( )mG x 及其系数 m 组成， 1,2, ,m M  ．前向分步算法逐一学习基

函数，这一过程与 AdaBoost 算法逐一学习基本分类器的过程一致．下面证明前

向分步算法的损失函数是指数损失函数（exponential loss function） 
( , ( )) exp[ ( )]L y f x yf x   

时，其学习的具体操作等价于 AdaBoost 算法学习的具体操作． 

假设经过 1m  轮迭代前向分步算法已经得到 1( )mf x ： 

1 2 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )
m m m m

m m

f x f x G x

G x G x


 

   

 

 
  

 

在第m 轮迭代得到 m ， ( )mG x 和 ( )mf x ． 

1( ) ( ) ( )m m m mf x f x G x   

目标是使前向分步算法得到的 m 和 ( )mG x 使 ( )mf x 在训练数据集T 上的指数损失

最小，即 

 1,
1

( , ( )) arg min exp[ ( ( ) ( ))]
N

m m i m i iG
i

G x y f x G x


 


    (8.20) 

式 (8.20) 可以表示为 

 
,

1

( , ( )) arg min exp[ ( )]
N

m m mi i iG
i

G x w y G x


 


   (8.21) 

其中， 1exp[ ( )]mi i m iw y f x  ．因为 miw 既不依赖 也不依赖于G ，所以与最小化

无关．但 miw 依赖于 1( )mf x ，随着每一轮迭代而发生改变． 

现证使式 (8.21) 达到最小的 m
 和 ( )mG x 就是 AdaBoost 算法所得到的 m 和

( )mG x ．求解式 (8.21) 可分两步： 

首先，求 ( )mG x ．对任意 0  ，使式 (8.21) 最小的 ( )G x 由下式得到： 
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1

( ) arg min ( ( ))
N

m mi i iG
i

G x w I y G x



   

其中， 1exp[ ( )]mi i m iw y f x  ． 

此分类器 ( )mG x 即为 AdaBoost 算法的基本分类器 ( )mG x ，因为它是使第m 轮

加权训练数据分类误差率最小的基本分类器． 

之后，求 m
 ．参照式 (8.11)，式 (8.21) 中 

 
1

( ) ( )

1 1

exp[ ( )]

e e

(e e ) ( ( )) e

i m i i m i
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mi i i
i

mi mi
y G x y G x

N N

mi i i mi
i i
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w w
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 
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 
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 



 

   


 

 

 

(8.22)

 

将已求得的 ( )mG x 代入式 (8.22)，对 求导并使导数为 0，即得到使式 (8.21) 最  

小的 ． 
11

log
2

m
m

m

e

e
 

  

其中， me 是分类误差率： 

1

1

1

( ( ))
( ( ))

N

mi i m i N
i

m mi i m iN
i

mi
i

w I y G x
e w I y G x

w








  





 

这里的 m
 与 AdaBoost 算法第 2(c) 步的 m 完全一致． 

最后来看每一轮样本权值的更新．由 

1( ) ( ) ( )m m m mf x f x G x   

以及 1exp[ ( )]mi i m iw y f x  ，可得 

1, , exp[ ( )]m i m i i m mw w y G x    

这与 AdaBoost 算法第 2(d) 步的样本权值的更新，只相差规范化因子，因而

等价． ■ 

8.4 提  升  树 

提升树是以分类树或回归树为基本分类器的提升方法．提升树被认为是统计

学习中性能最好的方法之一． 
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8.4.1  提升树模型 

提升方法实际采用加法模型（即基函数的线性组合）与前向分步算法．以决

策树为基函数的提升方法称为提升树（boosting tree）．对分类问题决策树是二叉

分类树，对回归问题决策树是二叉回归树．在例 8.1 中看到的基本分类器 x v 或

x v ，可以看作是由一个根结点直接连接两个叶结点的简单决策树，即所谓的决

策树桩（decision stump）．提升树模型可以表示为决策树的加法模型： 

 
1

( ) ( ; )
M

M m
m

f x T x


   (8.23) 

其中， ( ; )mT x  表示决策树； m 为决策树的参数； M 为树的个数． 

8.4.2 提升树算法 

提升树算法采用前向分步算法．首先确定初始提升树 0 ( ) 0f x  ，第m 歩的模

型是 

 1( ) ( ) ( ; )m m mf x f x T x    (8.24) 

其中， 1( )mf x 为当前模型，通过经验风险极小化确定下一棵决策树的参数 m ， 

 1
1

ˆ arg min ( , ( ) ( ; ))
m

N

m i m i i m
i

L y f x T x


     (8.25) 

由于树的线性组合可以很好地拟合训练数据，即使数据中的输入与输出之间

的关系很复杂也是如此，所以提升树是一个高功能的学习算法． 

下面讨论针对不同问题的提升树学习算法，其主要区别在于使用的损失函数

不同．包括用平方误差损失函数的回归问题，用指数损失函数的分类问题，以及

用一般损失函数的一般决策问题． 

对于二类分类问题，提升树算法只需将 AdaBoost 算法 8.1 中的基本分类器限

制为二类分类树即可，可以说这时的提升树算法是 AdaBoost 算法的特殊情况，

这里不再细述．下面叙述回归问题的提升树． 

已知一个训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ， n
ix   R ， 为输

入空间， iy   R ， 为输出空间．在 5.5 节中已经讨论了回归树的问题．如

果将输入空间 划分为 J 个互不相交的区域 1 2, , , JR R R ，并且在每个区域上确

定输出的常量 jc ，那么树可表示为 

 
1

( ; ) ( )
J

j j
j

T x c I x R


    (8.26) 

其中，参数 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}J JR c R c R c   表示树的区域划分和各区域上的常



第 8 章 提升方法 148 

数． J 是回归树的复杂度即叶结点个数． 

回归问题提升树使用以下前向分步算法： 

0

1

1

( ) 0

( ) ( ) ( ; ), 1,2, ,

( ) ( ; )

m m m

M

M m
m

f x

f x f x T x m M

f x T x






   

 

  

在前向分步算法的第m 步，给定当前模型 1( )mf x ，需求解 

1
1

ˆ arg min ( , ( ) ( ; ))
m

N

m i m i i m
i

L y f x T x


     

得到 ˆ
m ，即第m 棵树的参数． 

当采用平方误差损失函数时， 

2( , ( )) ( ( ))L y f x y f x   

其损失变为 

1

2
1

2

( , ( ) ( ; ))

[ ( ) ( ; )]

[ ( ; )]

m m

m m

m

L y f x T x

y f x T x

r T x




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  

 

这里， 

 1( )mr y f x   
(8.27) 

是当前模型拟合数据的残差（residual）．所以，对回归问题的提升树算法来说，

只需简单地拟合当前模型的残差．这样，算法是相当简单的．现将回归问题的提

升树算法叙述如下． 

算法 8.3（回归问题的提升树算法） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ， n
ix   R ， iy   R ； 

输出：提升树 ( )Mf x ． 

（1）初始化 0 ( ) 0f x   

（2）对 1,2, ,m M   

（a）按式 (8.27) 计算残差 

1( )mi i m ir y f x  ， 1,2, ,i N   

（b）拟合残差 mir 学习一个回归树，得到 ( ; )mT x   

（c）更新 1( ) ( ) ( ; )m m mf x f x T x    



8.4 提升树 149 

（3）得到回归问题提升树 

 
1

( ) ( ; )
M

M m
m

f x T x


   ■ 

例 8.2  已知如表 8.2 所示的训练数据， x 的取值范围为区间[0.5,10.5]， y 的

取值范围为区间[5.0,10.0]，学习这个回归问题的提升树模型，考虑只用树桩作为

基函数． 

表 8.2 训练数据表 

ix  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

iy  5.56 5.70 5.91 6.40 6.80 7.05 8.90 8.70 9.00 9.05 
 
解 按照算法 8.3，第 1 步求 1( )f x 即回归树 1( )T x ． 

首先通过以下优化问题： 

1 2
1 2

2 2
1 2min min ( ) min ( )

i i

i is c c
x R x R

y c y c
 

 
   

 
   

求解训练数据的切分点 s： 

1 { | }R x x s ≤ ， 2 { | }R x x s   

容易求得在 1R ， 2R 内部使平方损失误差达到最小值的 1c ， 2c 为 

1

1
1

1

i

i
x R

c y
N 

  ， 
2

2
2

1

i

i
x R

c y
N 

   

这里 1N ， 2N 是 1R， 2R 的样本点数． 

求训练数据的切分点．根据所给数据，考虑如下切分点： 

1.5，2.5，3.5，4.5，5.5，6.5，7.5，8.5，9.5 

对各切分点，不难求出相应的 1R， 2R ， 1c ， 2c 及 

1 2
1 2

2 2
1 2( ) min ( ) min ( )

i i

i i
c c

x R x R

m s y c y c
 

      

例如，当 1.5s  时， 1 {1}R  ， 2 {2,3, ,10}R   ， 1 5.56c  ， 2 7.50c  ， 

1 2
1 2

2 2
1 2( ) min ( ) min ( ) 0 15.72 15.72

i i

i ic c
x R x R

m s y c y c
 

         

现将 s及 ( )m s 的计算结果列表如下（见表 8.3）． 

表 8.3 计算数据表 

s  1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 

( )m s  15.72 12.07 8.36 5.78 3.91 1.93 8.01 11.73 15.74 
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由表 8.3 可知，当 6.5s  时 ( )m s 达到最小值，此时 1 {1,2, ,6}R   ， 2 {7,8,9,10}R  ，

1 6.24c  ， 2 8.91c  ，所以回归树 1( )T x 为 

 1

1 1

6.24, 6.5
( )

8.91, 6.5

( ) ( )

x
T x

x

f x T x

 



≥   

用 1( )f x 拟合训练数据的残差见表 8.4，表中 2 1( )i i ir y f x  ， 1,2, ,10i   ． 

表 8.4  残差表 

ix  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2ir  –0.68 –0.54 –0.33 0.16 0.56 0.81 –0.01 –0.21 0.09 0.14 

 

用 1( )f x 拟合训练数据的平方损失误差： 
10

2
1 1

1

( , ( )) ( ( )) 1.93i i
i

L y f x y f x


    

第 2 步求 2 ( )T x ．方法与求 1( )T x 一样，只是拟合的数据是表 8.4 的残差．可

以得到： 

2

0.52, 3.5
( )

0.22, 3.5

x
T x

x

  
 ≥

 

2 1 2( ) ( ) ( )f x f x T x 
5.72, 3.5

6.46, 3.5 6.5

9.13, 6.5

x

x

x


 


≤

≥

 

用 2 ( )f x 拟合训练数据的平方损失误差是 
10

2
2 2

1

( , ( )) ( ( )) 0.79i i
i

L y f x y f x


    

继续求得 

3

0.15, 6.5
( )

0.22, 6.5

x
T x

x

  ≥
  3( , ( )) 0.47L y f x  ， 

4

0.16, 4.5
( )

0.11, 4.5

x
T x

x

  
 ≥

  4( , ( )) 0.30L y f x  ， 

5

0.07, 6.5
( )

0.11, 6.5

x
T x

x

  ≥
  5( , ( )) 0.23L y f x  ， 

6

0.15, 2.5
( )

0.04, 2.5

x
T x

x

  
 ≥
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6 5 6 1 5 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x T x T x T x T x       

5.63, 2.5

5.82, 2.5 3.5

6.56, 3.5 4.5

6.83, 4.5 6.5

8.95, 6.5

x

x

x

x

x


  
 



≤

≤

≤

≥

 

用 6 ( )f x 拟合训练数据的平方损失误差是 
10

2
6 6

1

( , ( )) ( ( )) 0.17i i
i

L y f x y f x


    

假设此时已满足误差要求，那么 6( ) ( )f x f x 即为所求提升树． ■ 

8.4.3 梯度提升 

提升树利用加法模型与前向分歩算法实现学习的优化过程．当损失函数是平

方损失和指数损失函数时，每一步优化是很简单的．但对一般损失函数而言，往

往每一步优化并不那么容易．针对这一问题，Freidman 提出了梯度提升（gradient 

boosting）算法．这是利用最速下降法的近似方法，其关键是利用损失函数的负

梯度在当前模型的值 

1( ) ( )

( , ( ))

( )
m

i

i f x f x

L y f x

f x


 
   

 

作为回归问题提升树算法中的残差的近似值，拟合一个回归树． 

算法 8.4（梯度提升算法） 

输入：训练数据集 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N NT x y x y x y  ， n
ix   R ， iy   R ； 

损失函数 ( , ( ))L y f x ； 

输出：回归树 ˆ ( )f x ． 

（1）初始化 

0
1

( ) arg min ( , )
N

i
c

i

f x L y c


   

（2）对 1,2, ,m M   

（a）对 1,2, ,i N  ，计算 

1( ) ( )

( , ( ))

( )
m

i i
mi

i f x f x

L y f x
r

f x


 
    

 

（b）对 mir 拟合一个回归树，得到第m 棵树的叶结点区域 mjR ， 1,2, ,j J   

（c）对 1,2, ,j J  ，计算 
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1arg min ( , ( ) )
i mj

mj i m i
c

x R

c L y f x c


   

（d）更新 1
1

( ) ( ) ( )
J

m m mj mj
j

f x f x c I x R


     

（3）得到回归树 

 
1 1

ˆ ( ) ( ) ( )
M J

M mj mj
m j

f x f x c I x R
 

    ■ 

算法第 1 步初始化，估计使损失函数极小化的常数值，它是只有一个根结点

的树．第 2 (a) 步计算损失函数的负梯度在当前模型的值，将它作为残差的估计．对

于平方损失函数，它就是通常所说的残差；对于一般损失函数，它就是残差的近

似值．第 2 (b) 步估计回归树叶结点区域，以拟合残差的近似值．第 2 (c) 步利用线

性搜索估计叶结点区域的值，使损失函数极小化．第 2 (d) 步更新回归树．第 3 步

得到输出的最终模型 ˆ ( )f x ． 

本 章 概 要 

1．提升方法是将弱学习算法提升为强学习算法的统计学习方法．在分类学

习中，提升方法通过反复修改训练数据的权值分布，构建一系列基本分类器（弱

分类器），并将这些基本分类器线性组合，构成一个强分类器．代表性的提升方

法是 AdaBoost 算法． 

AdaBoost 模型是弱分类器的线性组合： 

1

( ) ( )
M

m m
m

f x G x


  

2．AdaBoost 算法的特点是通过迭代每次学习一个基本分类器．每次迭代中，

提高那些被前一轮分类器错误分类数据的权值，而降低那些被正确分类的数据的

权值．最后，AdaBoost 将基本分类器的线性组合作为强分类器，其中给分类误差

率小的基本分类器以大的权值，给分类误差率大的基本分类器以小的权值． 

3．AdaBoost 的训练误差分析表明，AdaBoost 的每次迭代可以减少它在训练

数据集上的分类误差率，这说明了它作为提升方法的有效性． 

4．AdaBoost 算法的一个解释是该算法实际是前向分步算法的一个实现．在

这个方法里，模型是加法模型，损失函数是指数损失，算法是前向分步算法． 

每一步中极小化损失函数 

 1,
1

( , ) arg min , ( ) ( ; )
N

m m i m i i
i

L y f x b x
 

   


   

得到参数 m ， m ． 



参考文献 153 

5．提升树是以分类树或回归树为基本分类器的提升方法．提升树被认为是

统计学习中最有效的方法之一． 

继 续 阅 读 

提升方法的介绍可参见文献[1, 2]．PAC 学习可参见文献[3]．强可学习与弱可学

习的关系可参见文献[4]．关于 AdaBoost 的最初论文是文献[5]．关于 AdaBoost 的

前向分步加法模型解释参见文献[6]，提升树与梯度提升可参见文献[6, 7]．AdaBoost

只是用于二类分类，Schapire 与 Singer 将它扩展到多类分类问题[8]．AdaBoost 与

逻辑斯谛回归的关系也有相关研究[9]． 

习    题 

8.1 某公司招聘职员考查身体、业务能力、发展潜力这 3 项．身体分为合格 1、

不合格 0 两级，业务能力和发展潜力分为上 1、中 2、下 3 三级．分类为合

格 1、不合格 –1 两类．已知 10 个人的数据，如下表所示．假设弱分类器为

决策树桩．试用 AdaBoost 算法学习一个强分类器． 

应聘人员情况数据表 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  

身体 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0  

业务 1 3 2 1 2 1 1 1 3 2  

潜力 3 1 2 3 3 2 2 1 1 1  

分类 –1 –1 –1 –1 –1 –1 1 1 –1 –1  

 
8.2  比较支持向量机、AdaBoost、逻辑斯谛回归模型的学习策略与算法． 

参 考 文 献 

[1] Freund Y，Schapire RE. A short introduction to boosting. Journal of Japanese Society for 

Artificial Intelligence, 1999, 14(5): 771–780 

[2] Hastie T, Tibshirani R, Friedman J. The Elements of Statistical Learning: Data Mining, 

Inference, and Prediction. Springer-Verlag, 2001（中译本：统计学习基础——数据挖掘、推

理与预测. 范明，柴玉梅，昝红英，等译. 北京：电子工业出版社，2004） 

[3] Valiant LG. A theory of the learnable. Communications of the ACM, 1984, 27(11): 1134–1142  

[4] Schapire R. The strength of weak learnability. Machine Learning, 1990, 5(2): 197–227 

[5]    Freund Y, Schapire RE. A decision-theoretic generalization of on-line learning and an 
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[7] Friedman J. Greedy function approximation: a gradient boosting machine. Annals of Statistics, 
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[8] Schapire RE, Singer Y. Improved boosting algorithms using confidence-rated predictions. 
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[9] Collins M, Schapire R E, Singer Y. Logistic regression, AdaBoost and Bregman distances. Machine 

Learning Journal, 2004 

 

 



第 9 章 EM 算法及其推广 

EM 算法是一种迭代算法，1977 年由 Dempster 等人总结提出，用于含有隐

变量（hidden variable）的概率模型参数的极大似然估计，或极大后验概率估计. 

EM 算法的每次迭代由两步组成：E 步，求期望（expectation）；M 步，求极大

（maximization）．所以这一算法称为期望极大算法（expectation maximization 

algorithm），简称 EM 算法．本章首先叙述 EM 算法，然后讨论 EM 算法的收敛性；

作为 EM 算法的应用，介绍高斯混合模型的学习；最后叙述 EM 算法的推广——

GEM 算法． 

9.1 EM 算法的引入 

概率模型有时既含有观测变量（observable variable），又含有隐变量或潜在变

量（latent variable）．如果概率模型的变量都是观测变量，那么给定数据，可以直

接用极大似然估计法，或贝叶斯估计法估计模型参数．但是，当模型含有隐变量

时，就不能简单地使用这些估计方法．EM 算法就是含有隐变量的概率模型参数

的极大似然估计法，或极大后验概率估计法．我们仅讨论极大似然估计，极大后

验概率估计与其类似． 

9.1.1 EM 算法 

首先介绍一个使用 EM 算法的例子． 

例 9.1（三硬币模型）  假设有 3 枚硬币，分别记作 A，B，C．这些硬币正面

出现的概率分别是 ，p 和q ．进行如下掷硬币试验：先掷硬币 A，根据其结果

选出硬币 B 或硬币 C，正面选硬币 B，反面选硬币 C；然后掷选出的硬币，掷硬币

的结果，出现正面记作 1，出现反面记作 0；独立地重复n 次试验（这里， 10n  ），

观测结果如下： 

1,1,0,1,0,0,1,0,1,1  

假设只能观测到掷硬币的结果，不能观测掷硬币的过程．问如何估计三硬币正面

出现的概率，即三硬币模型的参数． 

解 三硬币模型可以写作 

 
1 1

( | ) ( , | ) ( | ) ( | , )

(1 ) (1 ) (1 )
z z

y y y y

P y P y z P z P y z

p p q q

   

  

 

    

 
 

(9.1)
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这里，随机变量 y 是观测变量，表示一次试验观测的结果是 1 或 0；随机变量 z

是隐变量，表示未观测到的掷硬币 A 的结果； ( , , )p q  是模型参数．这一模

型是以上数据的生成模型．注意，随机变量 y 的数据可以观测，随机变量 z 的数

据不可观测． 

将观测数据表示为 T
1 2( , , , )nY Y Y Y  ，未观测数据表示为 T

1 2( , , , )nZ Z Z Z  ，

则观测数据的似然函数为 

 ( | ) ( | ) ( | , )
Z

P Y P Z P Y Z    (9.2) 

即 

 1 1

1

( | ) [ (1 ) (1 ) (1 ) ]j j j j
n

y y y y

j

P Y p p q q   



      (9.3) 

考虑求模型参数 ( , , )p q  的极大似然估计，即 

 ˆ arg max log ( | )P Y


   (9.4) 

这个问题没有解析解，只有通过迭代的方法求解．EM 算法就是可以用于求解

这个问题的一种迭代算法．下面给出针对以上问题的 EM 算法，其推导过程省略． 

EM 算法首先选取参数的初值，记作 (0) (0) (0) (0)( , , )p q  ，然后通过下面的

步骤迭代计算参数的估计值，直至收敛为止．第 i 次迭代参数的估计值为
( ) ( ) ( ) ( )( , , )i i i ip q  ．EM 算法的第 i+1 次迭代如下． 

E 步：计算在模型参数 ( )i ， ( )ip ， ( )iq 下观测数据 jy 来自掷硬币 B 的概率 

 
1( ) ( ) ( )

1)
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (1 )

( ) (1 ) (1 )( ) (1 )

j j

j j j j

y yi i i
i

y y y yi i i i i i

p p

p p q q


 




 




   
（  (9.5) 

M 步：计算模型参数的新估计值 

 ( 1) ( 1)

1

1 n
i i

j
jn

  



   (9.6) 

 

( 1)

1( 1)

( 1)

1

n
i

j j
ji

n
i

j
j

y

p

















 (9.7) 

 

( 1)

1( 1)

( 1)

1

(1 )

(1 )

n
i

j j
ji

n
i

j
j

y

q





















 (9.8) 



9.1 EM 算法的引入 157 

进行数字计算．假设模型参数的初值取为 

(0) 0.5  ， (0) 0.5p  ， (0) 0.5q   

由式 (9.5) ，对 1jy  与 0jy  均有 (1) 0.5j  ． 

利用迭代公式 (9.6) ～ (9.8)，得到 

(1) 0.5  ， (1) 0.6p  ， (1) 0.6q   

由式 (9.5) ， 
(2) 0.5j  ， 1,2, ,10j    

继续迭代，得 

(2) 0.5  ， (2) 0.6p  ， (2) 0.6q   

于是得到模型参数 的极大似然估计： 
ˆ 0.5  ， ˆ 0.6p  ， ˆ 0.6q   

0.5  表示硬币 A 是均匀的，这一结果容易理解． 

如果取初值 (0) 0.4  ， (0) 0.6p  ， (0) 0.7q  ，那么得到的模型参数的极大似

然估计是 ˆ 0.4064  ， ˆ 0.5368p  ， ˆ 0.6432q  ．这就是说，EM 算法与初值的选

择有关，选择不同的初值可能得到不同的参数估计值． ■ 

一般地，用Y 表示观测随机变量的数据，Z 表示隐随机变量的数据．Y 和 Z

连在一起称为完全数据（ complete-data），观测数据 Y 又称为不完全数据

（incomplete-data）．假设给定观测数据Y ，其概率分布是 ( | )P Y  ，其中 是需要

估计的模型参数，那么不完全数据 Y 的似然函数是 ( | )P Y  ，对数似然函数

( ) log ( | )L P Y  ；假设Y 和 Z 的联合概率分布是 ( , | )P Y Z  ，那么完全数据的对

数似然函数是 log ( , | )P Y Z  ． 

EM 算法通过迭代求 ( ) log ( | )L P Y  的极大似然估计．每次迭代包含两步：

E 步，求期望；M 步，求极大化．下面来介绍 EM 算法． 

算法 9.1（EM 算法） 

输入：观测变量数据Y ，隐变量数据 Z ，联合分布 ( , | )P Y Z  ，条件分布

( | , )P Z Y  ； 

输出：模型参数 ． 

（1）选择参数的初值 (0) ，开始迭代； 

（2）E 步：记 ( )i 为第 i 次迭代参数 的估计值，在第 1i  次迭代的 E 步，计算 

 

( ) ( )

( )

( , ) [log ( , | ) | , ]

log ( , | ) ( | , )

i i
Z

i

Z

Q E P Y Z Y

P Y Z P Z Y

   
 



  
(9.9)
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这里， ( )( | , )iP Z Y  是在给定观测数据Y 和当前的参数估计 ( )i 下隐变量数据 Z 的

条件概率分布； 

（3） M 步：求使 ( )( , )iQ   极大化的 ，确定第 1i  次迭代的参数的估计值 ( 1)i   

 ( 1) ( )arg max ( , )i iQ


     (9.10) 

（4）重复第 (2) 步和第 (3) 步，直到收敛． ■ 

式 (9.9) 的函数 ( )( , )iQ   是 EM 算法的核心，称为Q函数（Q function）． 

定义 9.1（Q 函数）  完全数据的对数似然函数 log ( , | )P Y Z  关于在给定观测

数据Y 和当前参数 ( )i 下对未观测数据 Z 的条件概率分布 ( )( | , )iP Z Y  的期望称

为Q函数，即 

 ( ) ( )( , ) [log ( , | ) | , ]i i
ZQ E P Y Z Y     (9.11) 

下面关于 EM 算法作几点说明： 

步骤（1）  参数的初值可以任意选择，但需注意 EM 算法对初值是敏感的． 

步骤（2）  E 步求 ( )( , )iQ   ．Q函数式中 Z 是未观测数据，Y 是观测数据．注

意， ( )( , )iQ   的第 1 个变元表示要极大化的参数，第 2 个变元表示参数的当前估

计值．每次迭代实际在求Q函数及其极大． 

步骤（3）  M 步求 ( )( , )iQ   的极大化，得到 ( 1)i  ，完成一次迭代 ( ) ( 1)i i   .

后面将证明每次迭代使似然函数增大或达到局部极值． 

步骤（4）  给出停止迭代的条件，一般是对较小的正数 1 2,  ，若满足 

( 1) ( )
1|| ||i i       或  ( 1) ( ) ( ) ( )

2|| ( , ) ( , ) ||i i i iQ Q        

则停止迭代． 

9.1.2 EM 算法的导出 

上面叙述了 EM 算法．为什么 EM 算法能近似实现对观测数据的极大似然估

计呢？下面通过近似求解观测数据的对数似然函数的极大化问题来导出 EM 算

法，由此可以清楚地看出 EM 算法的作用． 

我们面对一个含有隐变量的概率模型，目标是极大化观测数据（不完全数据）

Y 关于参数 的对数似然函数，即极大化 

 

( ) log ( | ) log ( , | )

log ( | , ) ( | )

Z

Z

L P Y P Y Z

P Y Z P Z

  

 

 

   
 




 (9.12) 

注意到这一极大化的主要困难是式 (9.12) 中有未观测数据并有包含和（或积分）

的对数． 
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事实上，EM 算法是通过迭代逐步近似极大化 ( )L  的．假设在第 i 次迭代后
的估计值是 ( )i ．我们希望新估计值 能使 ( )L  增加，即 ( )( ) ( )iL L  ，并逐步

达到极大值．为此，考虑两者的差： 

( ) ( )( ) ( ) log ( | , ) ( | ) log ( | )i i

Z

L L P Y Z P Z P Y        
 
  

利用 Jensen 不等式（Jensen inequality）得到其下界： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( | , ) ( | )
( ) ( ) log ( | , ) log ( | )

( | , )

( | , ) ( | )
( | , ) log log ( | )

( | , )
( | , ) ( | )

( | , ) log
( | , ) ( | )

i i i
i

Z

i i
i

Z

i
i i

Z

P Y Z P Z
L L P Y Z P Y

P Y Z

P Y Z P Z
P Z Y P Y

P Z Y
P Y Z P Z

P Z Y
P Z Y P Y

    


  

 

 

 
   

 











≥  

令 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( | , ) ( | )
( , ) ( ) ( | , ) logˆ

( | , ) ( | )
i i i

i i
Z

P Y Z P Z
B L P Z Y

P Z Y P Y

    
 

   (9.13) 

则 

 ( )( ) ( , )iL B  ≥  (9.14) 

即函数 ( )( , )iB   是 ( )L  的一个下界，而且由式 (9.13) 可知， 

 ( ) ( ) ( )( ) ( , )i i iL B    (9.15) 

因此，任何可以使 ( )( , )iB   增大的 ，也可以使 ( )L  增大．为了使 ( )L  有尽可

能大的增长，选择 ( 1)i  使 ( )( , )iB   达到极大，即 

 ( 1) ( )arg max ( , )i iB


      (9.16) 

现在求 ( 1)i  的表达式．省去对 的极大化而言是常数的项，由式 (9.16) 、式 (9.13)

及式 (9.10)，有 

 

( 1) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( | , ) ( | )
arg max ( ) ( | , ) log

( | , ) ( | )

arg max ( | , ) log( ( | , ) ( | ))

arg max ( | , ) log ( , | )

arg max ( , )

i i i
i i

Z

i

Z

i

Z

i

P Y Z P Z
L P Z Y

P Z Y P Y

P Z Y P Y Z P Z

P Z Y P Y Z

Q









   
 

  

 

 

  
  

 
   
 
   
 








 

(9.17)

 

式 (9.17) 等价于 EM 算法的一次迭代，即求Q函数及其极大化．EM 算法是通过
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不断求解下界的极大化逼近求解对数似然函数极大化的算法． 

图  9.1 给出 EM 算法的直观解释．图中上方曲线为 ( )L  ，下方曲线为
( )( , )iB   ．由式 (9.14)， ( )( , )iB   为对数似然函数 ( )L  的下界．由式 (9.15)，两个

函数在点 ( )i  处相等．由式 (9.16) 和式 (9.17)，EM 算法找到下一个点
)1( i 使

函数 ( )( , )iB   极大化，也使函数 ( )( , )iQ   极大化．这时由于 ( )( ) ( , )iL B  ≥ ，函

数 ( )( , )iB   的增加，保证对数似然函数 ( )L  在每次迭代中也是增加的．EM 算法

在点
)1( i 重新计算Q函数值，进行下一次迭代．在这个过程中，对数似然函数

( )L  不断增大．从图可以推断出 EM 算法不能保证找到全局最优值． 

 
图 9.1  EM 算法的解释 

9.1.3 EM 算法在非监督学习中的应用 

监督学习是由训练数据 1 1 2 2{( , ), ( , ), , ( , )}N Nx y x y x y 学习条件概率分布

( | )P Y X 或决策函数 ( )Y f X 作为模型，用于分类、回归、标注等任务．这时训

练数据中的每个样本点由输入和输出对组成． 

有时训练数据只有输入没有对应的输出 1 2{( , ), ( , ), , ( , )}Nx x x   ，从这样的数

据学习模型称为非监督学习问题．EM 算法可以用于生成模型的非监督学习．生

成模型由联合概率分布 ( , )P X Y 表示，可以认为非监督学习训练数据是联合概率

分布产生的数据．X 为观测数据，Y 为未观测数据． 

9.2 EM 算法的收敛性 

EM 算法提供一种近似计算含有隐变量概率模型的极大似然估计的方法．EM

算法的最大优点是简单性和普适性．我们很自然地要问：EM 算法得到的估计序

列是否收敛？如果收敛，是否收敛到全局最大值或局部极大值？下面给出关于

EM 算法收敛性的两个定理． 



9.2 EM 算法的收敛性 161 

定理 9.1 设 ( | )P Y  为观测数据的似然函数， ( )i ( 1,2,i   ) 为 EM 算法得到

的参数估计序列， ( )( | )iP Y  ( 1,2,i   ) 为对应的似然函数序列，则 ( )( | )iP Y  是单

调递增的，即 

 ( 1) ( )( | ) ( | )i iP Y P Y 
≥  (9.18) 

证明 由于 
( , | )

( | )
( | , )

P Y Z
P Y

P Z Y




  

取对数有 

log ( | ) log ( , | ) log ( | , )P Y P Y Z P Z Y     

由式 (9.11) 

( ) ( )( , ) log ( , | ) ( | , )i i

Z

Q P Y Z P Z Y     

令 

 ( ) ( )( , ) log ( | , ) ( | , )i i

Z

H P Z Y P Z Y     (9.19) 

于是对数似然函数可以写成 

 ( ) ( )log ( | ) ( , ) ( , )i iP Y Q H       (9.20) 

在式 (9.20) 中分别取 为 ( )i 和 ( 1)i  并相减，有 

 
( 1) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

log ( | ) log ( | )

[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )]

i i

i i i i i i i i

P Y P Y

Q Q H H

 
       



 


   

 
(9.21)

 

为证式 (9.18) ，只需证式 (9.21) 右端是非负的．式 (9.21) 右端的第 1 项，由

于 ( 1)i  使 ( )( , )iQ   达到极大，所以有 

 ( 1) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) 0i i i iQ Q     ≥  (9.22) 

其第 2 项，由式 (9.19) 可得： 

 

( 1) ( ) ( ) ( )

( 1)
( )

( )

( 1)
( )

( )
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   
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

 














 
  

 
 
 
 
   
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
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≤
 

(9.23)
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这里的不等号由 Jensen 不等式得到． 

由式 (9.22) 和式 (9.23) 即知式 (9.21) 右端是非负的． ■ 

定理 9.2 设 ( ) log ( | )L P Y  为观测数据的对数似然函数， ( )i ( 1,2,i   )

为 EM 算法得到的参数估计序列， ( )( )iL   ( 1,2,i   ) 为对应的对数似然函数序列． 

（1）如果 ( | )P Y  有上界，则 ( ) ( )( ) log ( | )i iL P Y  收敛到某一值 L； 

（2）在函数 ( , )Q    与 ( )L  满足一定条件下，由 EM 算法得到的参数估计序

列 ( )i 的收敛值  是 ( )L  的稳定点． 

证明  （1）由 ( )( ) log ( | )iL P Y  的单调性及 ( | )P Y  的有界性立即得到． 

（2）证明从略，参阅文献［6］． ■ 

定理 9.2 关于函数 ( , )Q    与 ( )L  的条件在大多数情况下都是满足的．EM 算

法的收敛性包含关于对数似然函数序列 ( )( )iL  的收敛性和关于参数估计序列 ( )i
的收敛性两层意思，前者并不蕴涵后者．此外，定理只能保证参数估计序列收敛

到对数似然函数序列的稳定点，不能保证收敛到极大值点．所以在应用中，初值

的选择变得非常重要，常用的办法是选取几个不同的初值进行迭代，然后对得到

的各个估计值加以比较，从中选择最好的． 

9.3 EM 算法在高斯混合模型学习中的应用 

EM 算法的一个重要应用是高斯混合模型的参数估计．高斯混合模型应用广

泛，在许多情况下，EM 算法是学习高斯混合模型（Gaussian misture model）的有

效方法． 

9.3.1 高斯混合模型 

定义 9.2（高斯混合模型）  高斯混合模型是指具有如下形式的概率分布模型： 

 
1

( | ) ( | )
K

k k
k

P y y   


  (9.24) 

其中， k 是系数， 0k ≥ ，
1

1
K

k
k




 ； ( | )ky  是高斯分布密度， 2( , )k k k   ， 

 
2

2

( )1
( | ) exp

22
k

k
kk

y
y


 


 

  
  

 (9.25) 

称为第 k 个分模型． 

一般混合模型可以由任意概率分布密度代替式 (9.25) 中的高斯分布密度，我

们只介绍最常用的高斯混合模型． 
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9.3.2  高斯混合模型参数估计的 EM 算法 

假设观测数据 1 2, , , Ny y y 由高斯混合模型生成， 

 
1

( | ) ( | )
K

k k
k

P y y   


  (9.26) 

其中， 1 2 1 2( , , , ; , , , )K K         ．我们用EM 算法估计高斯混合模型的参数 ． 

1．明确隐变量，写出完全数据的对数似然函数 

可以设想观测数据 jy ， 1,2, ,j N  ，是这样产生的：首先依概率 k 选择第

k 个高斯分布分模型 ( | )ky  ；然后依第 k 个分模型的概率分布 ( | )ky  生成观测

数据 jy ．这时观测数据 jy ， 1,2, ,j N  ，是已知的；反映观测数据 jy 来自第 k

个分模型的数据是未知的， 1,2, ,k K  ，以隐变量 jk 表示，其定义如下： 

1,

0,jk

j k
  



第 个观测来自第 个分模型

否则
 

 1,2, ,j N  ； 1,2, ,k K   (9.27) 

jk 是 0-1 随机变量． 

有了观测数据 jy 及未观测数据 jk ，那么完全数据是 

1 2( , , , , )j j j jKy    ， 1,2, ,j N   

于是，可以写出完全数据的似然函数： 
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式中，
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那么，完全数据的对数似然函数为 
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2．EM 算法的 E 步：确定 Q 函数 
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22

i i

K N

k k jk k j k
k j k

K N N

jk k jk k j k
k j j k

Q E P y y

E n y

E E y

    

   


    


 

  



               
               

 

  

  

(9.28) 

这里需要计算 ( | , )jkE y  ，记为 ˆ
jk ． 

1

1

1

ˆ ( | , ) ( 1| , )

( 1, | )

( 1, | )

( | 1, ) ( 1| )

( | 1, ) ( 1| )

( | )
, 1,2, , ; 1,2, ,

( | )

jk jk jk

jk j

K

jk j
k

j jk jk

K

j jk jk
k

k j k

K

k j k
k

E y P y

P y

P y

P y P

P y P

y
j N k K

y

    
 

 

   

   

  

  







  






 


 

  






 

 

ˆ
jk 是在当前模型参数下第 j 个观测数据来自第 k 个分模型的概率，称为分模型 k

对观测数据 jy 的响应度． 

将 ˆ
jk jkE  及

1

N

k jk
j

n E


 代入式 (9.28) 即得 

 ( ) 2
2

1 1

1 1
ˆ( , ) log log log ( )

22

K N
i

k k jk k j k
k k k

Q n y     
 

  
        
   (9.29) 

3．确定 EM 算法的 M 步 

迭代的 M 步是求函数 ( )( , )iQ   对 的极大值，即求新一轮迭代的模型参数： 

( 1) ( )arg max ( , )i iQ


     

用 ˆk ， 2ˆk 及 ˆ
k ， 1,2, ,k K  ，表示 ( 1)i  的各参数．求 ˆk ， 2ˆk 只需将式 (9.29)

分别对 k ， 2
k 求偏导数并令其为 0，即可得到；求 ˆk 是在

1

1
K

k
k




 条件下求偏

导数并令其为 0 得到的．结果如下： 
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 1

1

ˆ

ˆ
ˆ

N

jk j
j

k N

jk
j

y












，    1,2, ,k K   (9.30) 

 

2

12

1

ˆ ( )

ˆ
ˆ

N

jk j k
j

k N

jk
j

y 













，    1,2, ,k K   (9.31) 

 1

ˆ

ˆ

N

jk
jk

k

n

N N


  


，    1,2, ,k K   (9.32) 

重复以上计算，直到对数似然函数值不再有明显的变化为止． 

现将估计高斯混合模型参数的 EM 算法总结如下： 

算法 9.2（高斯混合模型参数估计的 EM 算法） 

输入：观测数据 1 2, , , Ny y y ，高斯混合模型； 

输出：高斯混合模型参数． 

（1）取参数的初始值开始迭代 

（2）E 步：依据当前模型参数，计算分模型 k 对观测数据 jy 的响应度 

1

( | )
ˆ

( | )

k j k
jk K

k j k
k

y

y

  


  





，    1,2, ,j N  ； 1,2, ,k K   

（3）M 步：计算新一轮迭代的模型参数 

1

1

ˆ

ˆ
ˆ

N

jk j
j

k N

jk
j

y












，    1,2, ,k K   

2

12

1

ˆ ( )

ˆ
ˆ

N

jk j k
j

k N

jk
j

y 













，    1,2, ,k K   

1

ˆ

ˆ

N

jk
j

k N


 


，    1,2, ,k K   

（4）重复第（2）步和第（3）步，直到收敛． ■ 
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9.4 EM 算法的推广 

EM 算法还可以解释为 F 函数（F function）的极大-极大算法（maximization- 

maximization algorithm），基于这个解释有若干变形与推广，如广义期望极大

（generalized expectation maximization，GEM）算法．下面予以介绍． 

9.4.1 F 函数的极大-极大算法 

首先引进 F 函数并讨论其性质． 

定义 9.3（F 函数）  假设隐变量数据 Z 的概率分布为 ( )P Z ，定义分布 P 与
参数 的函数 ( , )F P  如下： 

 ( , ) [log ( , | )] ( )
P

F P E P Y Z H P  
   (9.33) 

称为 F 函数．式中 ( ) log ( )
P

H P E P Z  
  是分布 ( )P Z 的熵． 

在定义 9.3 中，通常假设 ( , | )P Y Z  是 的连续函数，因而 ( , )F P  是 P 和 的

连续函数．函数 ( , )F P  还有以下重要性质： 

引理 9.1 对于固定的 ，存在唯一的分布 P 极大化 ( , )F P  ，这时 P 由下式

给出： 

 ( ) ( | , )P Z P Z Y   (9.34) 

并且 P 随 连续变化． 

证明 对于固定的 ，可以求得使 ( , )F P  达到极大的分布 ( )P Z
 ．为此，引

进拉格朗日乘子，拉格朗日函数为 

 log ( , | ) log ( ) 1 ( )
P P

Z

L E P Y Z E P Z P Z       
 

 
   (9.35) 

将其对 P
~
求偏导数： 

log ( , | ) log ( ) 1
( )

L
P Y Z P Z

P Z
 

   



  

令偏导数等于 0，得出 

log ( , | ) log ( ) 1P Y Z P Z     

由此推出 ( )P Z
 与 ( , | )P Y Z  成比例 

1( , | )
e

( )

P Y Z

P Z




   

再从约束条件 ( ) 1
Z

P Z   得式 (9.34) ． 
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由假设 ( , | )P Y Z  是 的连续函数，得到 P 是 的连续函数． ■ 

引理 9.2 若 ( ) ( | , )P Z P Z Y  ，则 

 ( , ) log ( | )F P P Y   (9.36) 

证明作为习题，留给读者． 

由以上引理，可以得到关于 EM 算法用 F 函数的极大-极大算法的解释． 

定理 9.3 设 ( ) log ( | )L P Y  为观测数据的对数似然函数， ( )i ， 1,2,i  ，

为 EM 算法得到的参数估计序列，函数 ( , )F P  由式 (9.33) 定义．如果 ( , )F P  在 P

和  有局部极大值，那么 ( )L  也在  有局部极大值．类似地，如果 ( , )F P  在 P

和  达到全局最大值，那么 ( )L  也在  达到全局最大值． 

证明 由引理 9.1 和引理 9.2 可知， ( ) log ( | ) ( , )L P Y F P     对任意 成

立．特别地，对于使 ( , )F P  达到极大的参数  ，有 

 ( ) ( , ) ( , )L F P F P


  
       (9.37)  

为了证明  是 )(L 的极大点，需要证明不存在接近  的点  ，使 ( ) ( )L L   .

假如存在这样的点  ，那么应有 ( , ) ( , )F P F P      ，这里 P P


   ．但因 P

是随 连续变化的，P 应接近 P ，这与 P 和  是 ( , )F P  的局部极大点的假设

矛盾． 

类似可以证明关于全局最大值的结论． ■ 

定理 9.4 EM 算法的一次迭代可由 F 函数的极大-极大算法实现． 

设 ( )i 为第 i 次迭代参数 的估计， ( )iP 为第 i 次迭代函数 P 的估计．在第 1i 
次迭代的两步为 

（1）对固定的 ( )i ，求 ( 1)iP   使 ( )( , )iF P  极大化； 

（2）对固定的 ( 1)iP  ，求 ( 1)i   使 ( 1)( , )iF P  极大化． 

证明  （1）由引理 9.1，对于固定的 ( )i ， 

( )

( 1) ( )( ) ( ) ( | , )i

i iP Z P Z P Z Y


     

使 ( )( , )iF P  极大化．此时， 

( 1)

( 1) ( 1)

( ) ( 1)

( , ) [log ( , | )] ( )

log ( , | ) ( | , ) ( )

i

i i

P

i i

Z

F P E P Y Z H P

P Y Z P Z Y H P

 

 


 



 

 


 

  

由 ( )( , )iQ   的定义式 (9.11) 有 

( 1) ( ) ( 1)( , ) ( , ) ( )i i iF P Q H P       

（2）固定 ( 1)iP  ，求 ( 1)i  使 ( 1)( , )iF P  极大化．得到 
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( 1) ( 1) ( )arg max ( , ) arg max ( , )i i iF P Q
 

       

通过以上两步完成了 EM 算法的一次迭代．由此可知，由 EM 算法与 F 函数的极

大-极大算法得到的参数估计序列 ( )i ， 1,2,i  ，是一致的． ■ 

这样，就有 EM 算法的推广． 

9.4.2 GEM 算法 

算法 9.3（GEM 算法 1） 

输入：观测数据， F 函数； 

输出：模型参数． 

（1）初始化参数 (0) ，开始迭代 

（2）第 1i  次迭代，第 1 步：记 ( )i 为参数 的估计值， ( )iP 为函数P的估计．求
( 1)iP  使 P 极大化 ( )( , )iF P   

（3）第 2 步：求 ( 1)i  使 ( 1)( , )iF P  极大化 

（4）重复 (2) 和 (3)，直到收敛． ■ 

在 GEM 算法 1 中，有时求 ( )( , )iQ   的极大化是很困难的．下面介绍的 GEM

算法 2 和 GEM 算法 3 并不是直接求 ( 1)i  使 ( )( , )iQ   达到极大的 ，而是找一个
( 1)i  使得 ( 1) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )i i i iQ Q     ． 

算法 9.4（GEM 算法 2） 

输入：观测数据，Q函数； 

输出：模型参数． 

（1）初始化参数 (0) ，开始迭代 

（2）第 1i  次迭代，第 1 步：记 ( )i 为参数 的估计值，计算 

( ) ( )

( )

( , ) [log ( , | ) | , ]

( | , ) log ( , | )

i i
Z

i

Z

Q E P Y Z Y

P Z Y P Y Z

   
 



  

（3）第 2 步：求 ( 1)i  使 

( 1) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )i i i iQ Q      

（4）重复 (2) 和 (3) ，直到收敛． ■ 

当参数 的维数为 d （ 2d ≥ ）时，可采用一种特殊的 GEM 算法，它将 EM

算法的 M 步分解为 d 次条件极大化，每次只改变参数向量的一个分量，其余分

量不改变． 

算法 9.5（GEM 算法 3） 

输入：观测数据，Q函数； 
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输出：模型参数． 

（1）初始化参数 (0) (0) (0) (0)
1 2( , , , )d     ，开始迭代 

（2）第 1i  次迭代，第 1 步：记 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( , , , )i i i i

d     为参数 1 2( , , , )d    
的估计值，计算 

( ) ( )

( )

( , ) [log ( , | ) | , ]

( | , ) log ( , | )

i i
Z

i

Z

Q E P Y Z Y

P Z y P Y Z

   
 



  

（3）第 2 步：进行 d 次条件极大化： 

首先，在 ( ) ( )
2 , ,i i

k  保持不变的条件下求使 ( )( , )iQ   达到极大的 ( 1)
1

i  ； 

然后，在 ( 1)
1 1

i   ， ( )i
j j  ， 3,4, ,j k  的条件下求使 ( )( , )iQ   达到极大

的 ( 1)
2

i  ； 

如此继续，经过 d 次条件极大化，得到 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2( , , , )i i i i

d        使得 

( 1) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )i i i iQ Q      

（4）重复 (2) 和 (3) ，直到收敛． ■ 

本 章 概 要 

1．EM 算法是含有隐变量的概率模型极大似然估计或极大后验概率估计的迭

代算法．含有隐变量的概率模型的数据表示为 ( , | )P Y Z  ．这里，Y 是观测变量的

数据，Z 是隐变量的数据， 是模型参数．EM 算法通过迭代求解观测数据的对

数似然函数 ( ) log ( | )L P Y  的极大化，实现极大似然估计．每次迭代包括两步：

E 步，求期望，即求 log ( , | )P Y Z  关于 ( )( | , )iP Z Y  的期望： 
( ) ( )( , ) log ( , | ) ( | , )i i

Z

Q P Y Z P Z Y     

称为 Q 函数，这里
)(i 是参数的现估计值；M 步，求极大，即极大化 Q 函数得

到参数的新估计值： 

( 1) ( )arg max ( , )i iQ


     

在构建具体的 EM 算法时，重要的是定义Q函数．每次迭代中，EM 算法通

过极大化Q函数来增大对数似然函数 ( )L  ． 

2．EM 算法在每次迭代后均提高观测数据的似然函数值，即 

( 1) ( )( | ) ( | )i iP Y P Y 
≥  

在一般条件下 EM 算法是收敛的，但不能保证收敛到全局最优． 



第 9 章 EM 算法及其推广 170 

3．EM 算法应用极其广泛，主要应用于含有隐变量的概率模型的学习．高斯

混合模型的参数估计是 EM 算法的一个重要应用，下一章将要介绍的隐马尔可夫

模型的非监督学习也是 EM 算法的一个重要应用． 

4．EM 算法还可以解释为 F 函数的极大-极大算法．EM 算法有许多变形，   

如 GEM 算法．GEM 算法的特点是每次迭代增加 F 函数值（并不一定是极大化 F

函数），从而增加似然函数值． 

继 续 阅 读 

EM 算法由 Dempster 等人总结提出[1]．类似的算法之前已被提出，如 Baum

与 Welch 算法，但是都没有 EM 算法那么广泛．EM 算法的介绍可参见文献[2～4]. 

EM 算法收敛性定理的有关证明见文献[5]．GEM 是由 Neal 与 Hinton 提出的[6]． 

习    题 

9.1  如例 9.1 的三硬币模型．假设观测数据不变，试选择不同的初值，例如， (0)   

0.46， (0) 0.55p  ， (0) 0.67q  ，求模型参数 ( , , )p q  的极大似然估计． 

9.2  证明引理 9.2． 

9.3  已知观测数据 

–67，–48，6，8，14，16，23，24，28，29，41，49，56，60，75 

试估计两个分量的高斯混合模型的 5 个参数． 

9.4  EM 算法可以用到朴素贝叶斯法的非监督学习．试写出其算法． 
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第 10 章 隐马尔可夫模型 

隐马尔可夫模型（hidden Markov model, HMM）是可用于标注问题的统计学

习模型，描述由隐藏的马尔可夫链随机生成观测序列的过程，属于生成模型．本

章首先介绍隐马尔可夫模型的基本概念，然后分别叙述隐马尔可夫模型的概率计

算算法、学习算法以及预测算法．隐马尔可夫模型在语音识别、自然语言处理、

生物信息、模式识别等领域有着广泛的应用． 

10.1 隐马尔可夫模型的基本概念 

10.1.1 隐马尔可夫模型的定义 

定义 10.1（隐马尔可夫模型）  隐马尔可夫模型是关于时序的概率模型，描

述由一个隐藏的马尔可夫链随机生成不可观测的状态随机序列，再由各个状态生

成一个观测而产生观测随机序列的过程．隐藏的马尔可夫链随机生成的状态的序

列，称为状态序列（state sequence）；每个状态生成一个观测，而由此产生的观测

的随机序列，称为观测序列（observation sequence）．序列的每一个位置又可以看

作是一个时刻． 

隐马尔可夫模型由初始概率分布、状态转移概率分布以及观测概率分布确

定．隐马尔可夫模型的形式定义如下： 

设 Q 是所有可能的状态的集合，V 是所有可能的观测的集合． 

1 2{ , , , }NQ q q q  ， 1 2{ , , , }MV v v v   

其中， N 是可能的状态数， M 是可能的观测数． 

I 是长度为T 的状态序列，O是对应的观测序列． 

1 2( , , , )TI i i i  ， 1 2( , , , )TO o o o   

A是状态转移概率矩阵： 

 ij N N
A a


     (10.1) 

其中， 

 ija ＝ 1( | )t j t iP i q i q   ，   1,2, , ; 1,2, ,i N j N    (10.2) 

是在时刻 t 处于状态 iq 的条件下在时刻 1t  转移到状态 jq 的概率． 
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B 是观测概率矩阵： 

 ( )j N M
B b k


     (10.3) 

其中， 
 ( ) ( | )j t k t jb k P o v i q   ，   1,2, , ; 1,2, ,k M j N    (10.4) 

是在时刻 t 处于状态 jq 的条件下生成观测 kv 的概率． 

 是初始状态概率向量： 

 ( )i   (10.5) 

其中， 
 1( )i iP i q   ， 1,2, ,i N   (10.6) 

是时刻 1t  处于状态 iq 的概率． 

隐马尔可夫模型由初始状态概率向量、状态转移概率矩阵 A和观测概率矩

阵 B 决定． 和 A决定状态序列，B 决定观测序列．因此，隐马尔可夫模型 可

以用三元符号表示，即 

 ( , , )A B   (10.7) 

, ,A B  称为隐马尔可夫模型的三要素． 

状态转移概率矩阵 A与初始状态概率向量 确定了隐藏的马尔可夫链，生成

不可观测的状态序列．观测概率矩阵 B 确定了如何从状态生成观测，与状态序列

综合确定了如何产生观测序列． 

从定义可知，隐马尔可夫模型作了两个基本假设： 

（1）齐次马尔可夫性假设，即假设隐藏的马尔可夫链在任意时刻 t 的状态只

依赖于其前一时刻的状态，与其他时刻的状态及观测无关，也与时刻 t 无关． 

 1 1 1 1 1( | , , , , ) ( | )t t t t tP i i o i o P i i   ， 1,2, ,t T   (10.8) 

（2）观测独立性假设，即假设任意时刻的观测只依赖于该时刻的马尔可夫链

的状态，与其他观测及状态无关． 

 1 1 1 1 1 1 1 1( | , , , , , , , , , , , , ) ( | )t T T T T t t t t t t tP o i o i o i o i i o i o P o i         (10.9) 

隐马尔可夫模型可以用于标注，这时状态对应着标记．标注问题是给定观测

的序列预测其对应的标记序列．可以假设标注问题的数据是由隐马尔可夫模型生

成的．这样我们可以利用隐马尔可夫模型的学习与预测算法进行标注． 

下面看一个隐马尔可夫模型的例子． 
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例 10.1（盒子和球模型）  假设有 4 个盒子，每个盒子里都装有红白两种颜

色的球，盒子里的红白球数由表 10.1 列出． 

表 10.1  各盒子的红白球数 

盒  子 1 2 3 4 

红球数 5 3 6 8 

白球数 5 7 4 2 
 
按照下面的方法抽球，产生一个球的颜色的观测序列：开始，从 4 个盒子里

以等概率随机选取 1 个盒子，从这个盒子里随机抽出 1 个球，记录其颜色后，放

回；然后，从当前盒子随机转移到下一个盒子，规则是：如果当前盒子是盒子 1，

那么下一盒子一定是盒子 2，如果当前是盒子 2 或 3，那么分别以概率 0.4 和 0.6

转移到左边或右边的盒子，如果当前是盒子 4，那么各以 0.5 的概率停留在盒子 4

或转移到盒子 3；确定转移的盒子后，再从这个盒子里随机抽出 1 个球，记录其

颜色，放回；如此下去，重复进行 5 次，得到一个球的颜色的观测序列： 

{ }O  红,红,白,白,红  

在这个过程中，观察者只能观测到球的颜色的序列，观测不到球是从哪个盒子取

出的，即观测不到盒子的序列． 

在这个例子中有两个随机序列，一个是盒子的序列（状态序列），一个是球

的颜色的观测序列（观测序列）．前者是隐藏的，只有后者是可观测的．这是一

个隐马尔可夫模型的例子，根据所给条件，可以明确状态集合、观测集合、序列

长度以及模型的三要素． 

盒子对应状态，状态的集合是 

{ 1 2 3 4}Q  盒子 ,盒子 ,盒子 ,盒子 ， 4N   

球的颜色对应观测．观测的集合是 

{ }V  红,白 ， 2M   

状态序列和观测序列长度 5T  ． 

初始概率分布为 
T(0.25, 0.25, 0.25, 0.25)   

状态转移概率分布为 

0 1 0 0

0.4 0 0.6 0

0 0.4 0 0.6

0 0 0.5 0.5

A

 
 
 
 
 
 
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观测概率分布为 

 

0.5 0.5

0.3 0.7

0.6 0.4

0.8 0.2

B

 
 
 
 
 
 

 

■

 

10.1.2 观测序列的生成过程 

根据隐马尔可夫模型定义，可以将一个长度为T 的观测序列 1 2( , , , )TO o o o 
的生成过程描述如下： 

算法 10.1（观测序列的生成） 

输入：隐马尔可夫模型 ( , , )A B  ，观测序列长度T ； 

输出：观测序列 1 2( , , , )TO o o o  ． 

（1）按照初始状态分布 产生状态 1i  

（2）令 1t   

（3）按照状态 ti 的观测概率分布 ( )
ti

b k 生成 to  

（4）按照状态 ti 的状态转移概率分布
1

{ }
t ti ia


产生状态 1ti  ， 1 1,2, ,ti N    

（5）令 1t t  ；如果 t T ，转步 (3)；否则，终止 ■ 

10.1.3 隐马尔可夫模型的 3 个基本问题 

隐马尔可夫模型有 3 个基本问题： 

（1）概率计算问题．给定模型 ( , , )A B  和观测序列 1 2( , , , )TO o o o  ，计

算在模型下观测序列O出现的概率 ( | )P O  ． 

（2）学习问题．已知观测序列 1 2( , , , )TO o o o  ，估计模型 ( , , )A B  参数，

使得在该模型下观测序列概率 ( | )P O  最大．即用极大似然估计的方法估计参数． 

（3）预测问题，也称为解码（decoding）问题．已知模型 ( , , )A B  和观测

序列 1 2( , , , )TO o o o  ，求对给定观测序列条件概率 ( | )P I O 最大的状态序列

1 2( , , , )TI i i i  ．即给定观测序列，求最有可能的对应的状态序列． 

下面各节将逐一介绍这些基本问题的解法． 

10.2  概率计算算法 

本节介绍计算观测序列概率 ( | )P O  的前向（forward）与后向（backward）

算法．先介绍概念上可行但计算上不可行的直接计算法． 
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10.2.1 直接计算法 

给定模型 ( , , )A B  和观测序列 1 2( , , , )TO o o o  ，计算观测序列O出现的

概率 ( | )P O  ．最直接的方法是按概率公式直接计算．通过列举所有可能的长度

为T 的状态序列 1 2( , , , )TI i i i  ，求各个状态序列 I 与观测序列 1 2( , , , )TO o o o 
的联合概率 ( , | )P O I  ，然后对所有可能的状态序列求和，得到 ( | )P O  ． 

状态序列 1 2( , , , )TI i i i  的概率是 

 
1 1 2 2 3 1

( | )
T Ti i i i i i iP I a a a 


   (10.10) 

对固定的状态序列 1 2( , , , )TI i i i  ，观测序列 1 2( , , , )TO o o o  的概率是

( | , )P O I  ， 

 
1 21 2( | , ) ( ) ( ) ( )

Ti i i TP O I b o b o b o    (10.11) 

O和 I 同时出现的联合概率为 

 
1 1 1 2 2 11 2

( , | ) ( | , ) ( | )

( ) ( ) ( )
T T Ti i i i i i i i T

P O I P O I P I

b o a b o a b o

  





   

(10.12)
 

然后，对所有可能的状态序列 I 求和，得到观测序列O的概率 ( | )P O  ，即 

 
1 1 1 2 2 1

1 2

1 2
, , ,

( | ) ( | , ) ( | )

( ) ( ) ( )
T T T

T

I

i i i i i i i i T
i i i

P O P O I P I

b o a b o a b o

  













 

(10.13)
 

但是，利用公式 (10.13) 计算量很大，是 ( )TO TN 阶的，这种算法不可行． 

下面介绍计算观测序列概率 ( | )P O  的有效算法：前向-后向算法（forward- 

backward algorithm）． 

10.2.2  前向算法 

首先定义前向概率． 

定义 10.2（前向概率）  给定隐马尔可夫模型，定义到时刻 t 部分观测序列

为 1 2, , , to o o 且状态为 iq 的概率为前向概率，记作 

 1 2( ) ( , , , , | )t t t ii P o o o i q    (10.14) 

可以递推地求得前向概率 ( )t i 及观测序列概率 ( | )P O  ． 

算法 10.2（观测序列概率的前向算法） 

输入：隐马尔可夫模型，观测序列O； 

输出：观测序列概率 ( | )P O  ． 
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（1）初值 

 1 1( ) ( )i ii b o  ，   1,2, ,i N   (10.15) 

（2）递推 对 1,2, , 1t T  ， 

 1 1
1

( ) ( ) ( )
N

t t ji i t
j

i j a b o  


 
  
 
 ，   1,2, ,i N   (10.16) 

（3）终止 

 
1

( | ) ( )
N

T
i

P O i 


  (10.17)  ■ 

前向算法，步骤（1）初始化前向概率，是初始时刻的状态 1 ii q 和观测 1o 的

联合概率．步骤（2）是前向概率的递推公式，计算到时刻 1t  部分观测序列为

1 2 1, , , ,t to o o o  且在时刻 1t  处于状态 iq 的前向概率，如图 10.1 所示．在式 (10.16)

的方括弧里，既然 ( )t j 是到时刻 t 观测到 1 2, , , to o o 并在时刻 t 处于状态 jq 的前

向概率，那么乘积 ( )t jij a 就是到时刻 t 观测到 1 2, , , to o o 并在时刻 t 处于状态 jq

而在时刻 1t  到达状态 iq 的联合概率．对这个乘积在时刻 t 的所有可能的 N 个状

态 jq 求和，其结果就是到时刻 t 观测为 1 2, , , to o o 并在时刻 1t  处于状态 iq 的联

合概率．方括弧里的值与观测概率 1( )i tb o  的乘积恰好是到时刻 1t  观测到

1 2 1, , , ,t to o o o  并在时刻 1t  处于状态 iq 的前向概率 1( )t i  ．步骤（3）给出 ( | )P O 
的计算公式．因为 

1 2( ) ( , , , , | )T T T ii P o o o i q    

所以 

1

( | ) ( )
N

T
i

P O i 


  

 
图 10.1  前向概率的递推公式 

如图 10.2 所示，前向算法实际是基于“状态序列的路径结构”递推计算 ( | )P O 
的算法．前向算法高效的关键是其局部计算前向概率，然后利用路径结构将前向

概率“递推”到全局，得到 ( | )P O  ．具体地，在时刻 1t  ，计算 1( )i 的 N 个值
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( 1,2, ,i N  )；在各个时刻 1,2, , 1t T  ，计算 1( )t i  的 N 个值( 1,2, ,i N  )，

而且每个 1( )t i  的计算利用前一时刻 N 个 ( )t j ．减少计算量的原因在于每一次

计算直接引用前一个时刻的计算结果，避免重复计算．这样，利用前向概率计算

( | )P O  的计算量是 2( )O N T 阶的，而不是直接计算的 ( )TO TN 阶． 

 
图 10.2 观测序列路径结构 

例 10.2  考虑盒子和球模型 ( , , )A B  ，状态集合 {1,2,3}Q  ，观测集合V   

{ }红，白 ， 

 A 
0.5 0.2 0.3

0.3 0.5 0.2

0.2 0.3 0.5

 
 
 
  

， B 
0.5 0.5

0.4 0.6

0.7 0.3

 
 
 
  

， T(0.2,0.4,0.4)   

设 3T  ， (O  红,白,红)，试用前向算法计算 ( | )P O  ． 

解 按照算法 10.2 

（1）计算初值 

1 1 1 1

1 2 2 1

1 3 3 1

(1) ( ) 0.10

(2) ( ) 0.16

(3) ( ) 0.28

b o

b o

b o

 
 
 

 
 
 

 

（2）递推计算 
3

2 1 1 1 2
1

3

2 1 2 2 2
1

3

2 1 3 3 2
1

3

3 2 1 1 3
1

3

3 2 2
1

(1) ( ) ( ) 0.154 0.5 0.077

(2) ( ) ( ) 0.184 0.6 0.1104

(3) ( ) ( ) 0.202 0.3 0.0606

(1) ( ) ( ) 0.04187

(2) ( )

i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i a b o

i a b o

i a b o

i a b o

i a

 

 

 

 

 











 
    
 
     
 
     
 
 

  
 











2 3( ) 0.03551b o
   
 

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3

3 2 3 3 3
1

(3) ( ) ( ) 0.05284i
i

i a b o 


 
  
 
  

（3）终止 

 
3

3
1

( | ) ( ) 0.13022
i

P O i 


   ■ 

10.2.3  后向算法 

定义 10.3（后向概率）  给定隐马尔可夫模型，定义在时刻 t 状态为 iq 的

条件下，从 1t  到T 的部分观测序列为 1 2, , ,t t To o o   的概率为后向概率，记作 

 1 2( ) ( , , , | , )t t t T t ii P o o o i q     (10.18) 

可以用递推的方法求得后向概率 ( )t i 及观测序列概率 ( | )P O  ． 

算法 10.3  (观测序列概率的后向算法) 

输入：隐马尔可夫模型，观测序列O； 

输出：观测序列概率 ( | )P O  ． 

（1） 
 ( ) 1T i  ， 1,2, ,i N   (10.19) 

（2）对 1, 2, ,1t T T     

 1 1
1

( ) ( ) ( )
N

t ij j t t
j

i a b o j  


  ， 1,2, ,i N   (10.20) 

（3） 

 1 1
1

( | ) ( ) ( )
N

i i
i

P O b o i  


  (10.21)  ■ 

步骤（1）初始化后向概率，对最终时刻的所有状态 iq 规定 ( ) 1T i  ．步骤（2）

是后向概率的递推公式．如图 10.3 所示，为了计算在时刻 t 状态为 iq 条件下时刻

1t  之后的观测序列为 1 2, , ,t t To o o   的后向概率 ( )t i ，只需考虑在时刻 1t  所有 

 
图 10.3  后向概率递推公式 
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可能的 N 个状态 jq 的转移概率（即 ija 项），以及在此状态下的观测 1to  的观测概

率（即 1( )j tb o  项），然后考虑状态 jq 之后的观测序列的后向概率（即 1( )t j  项）．步

骤（3）求 ( | )P O  的思路与步骤（2）一致，只是初始概率 i 代替转移概率． 

利用前向概率和后向概率的定义可以将观测序列概率 ( | )P O  统一写成 

 1 1
1 1

( | ) ( ) ( ) ( )
N N

t ij j t t
i j

P O i a b o j   
 

  ， 1,2, , 1t T   (10.22) 

此式当 1t  和 1t T  时分别为式(10.17)和式(10.21)． 

10.2.4 一些概率与期望值的计算 

利用前向概率和后向概率，可以得到关于单个状态和两个状态概率的计算公式． 

1．给定模型和观测O，在时刻 t 处于状态 iq 的概率．记 

 ( ) ( | , )t t ii P i q O    (10.23) 

可以通过前向后向概率计算．事实上， 

 
( , | )

( ) ( | , )
( | )

t i
t t i

P i q O
i P i q O

P O


 




    

由前向概率 ( )t i 和后向概率 ( )t i 定义可知： 

( ) ( ) ( , | )t t t ii i P i q O     

于是得到： 

 

1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( | )
( ) ( )

t t t t
t N

t t
j

i i i i
i

P O
j j

   


  


 


 (10.24) 

2．给定模型和观测O ，在时刻 t 处于状态 iq 且在时刻 1t  处于状态 jq 的概

率．记 

 1( , ) ( , | , )t t i t ji j P i q i q O     (10.25) 

可以通过前向后向概率计算： 

 1 1

1
1 1

( , , | ) ( , , | )
( , )

( | )
( , , | )

t i t j t i t j
t N N

t i t j
i j

P i q i q O P i q i q O
i j

P O
P i q i q O

 


 

 


 

   
 

 
  

而 

1 1 1( , , | ) ( ) ( ) ( )t i t j t ij j t tP i q i q O i a b o j        
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所以 

 1 1

1 1
1 1

( ) ( ) ( )
( , )

( ) ( ) ( )

t ij j t t
t N N

t ij j t t
i j

i a b o j
i j

i a b o j

 


 

 

 
 




 (10.26) 

3．将 ( )t i 和 ( , )t i j 对各个时刻 t 求和，可以得到一些有用的期望值： 

（1）在观测O下状态 i 出现的期望值 

 
1

( )
T

t
t

i

  (10.27) 

（2）在观测O下由状态 i 转移的期望值 

 
1

1

( )
T

t
t

i



  (10.28) 

（3）在观测O下由状态 i 转移到状态 j 的期望值 

 
1

1

( , )
T

t
t

i j



  (10.29) 

10.3 学 习 算 法 

隐马尔可夫模型的学习，根据训练数据是包括观测序列和对应的状态序列还

是只有观测序列，可以分别由监督学习与非监督学习实现．本节首先介绍监督学

习算法，而后介绍非监督学习算法——Baum-Welch 算法（也就是 EM 算法）． 

10.3.1  监督学习方法 

假设已给训练数据包含 S 个长度相同的观测序列和对应的状态序列

 1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , )S SO I O I O I ，那么可以利用极大似然估计法来估计隐马尔可夫模

型的参数．具体方法如下． 

1．转移概率 ija 的估计 

设样本中时刻 t 处于状态 i 时刻 1t  转移到状态 j 的频数为 ijA ，那么状态转

移概率 ija 的估计是 

 

1

ˆ ij
ij N

ij
j

A
a

A





，   1,2, ,i N  ； 1,2, ,j N   (10.30) 

2．观测概率 ( )jb k 的估计 

设样本中状态为 j 并观测为 k 的频数是 jkB ，那么状态为 j 观测为 k 的概率
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( )jb k 的估计是 

 

1

ˆ ( ) jk
j M

jk
k

B
b k

B





，   1,2, ,j N  ； 1,2, ,k M   (10.31) 

3．初始状态概率 i 的估计 ˆi 为 S 个样本中初始状态为 iq 的频率 

由于监督学习需要使用训练数据，而人工标注训练数据往往代价很高，有时

就会利用非监督学习的方法． 

10.3.2 Baum-Welch 算法 

假设给定训练数据只包含 S 个长度为T 的观测序列 1 2{ , , , }SO O O 而没有对

应的状态序列，目标是学习隐马尔可夫模型 ( , , )A B  的参数．我们将观测序

列数据看作观测数据O，状态序列数据看作不可观测的隐数据 I ，那么隐马尔可

夫模型事实上是一个含有隐变量的概率模型 

 ( | ) ( | , ) ( | )
I

P O P O I P I    (10.32) 

它的参数学习可以由 EM 算法实现． 

1．确定完全数据的对数似然函数 

所有观测数据写成 1 2( , , , )TO o o o  ，所有隐数据写成 1 2( , , , )TI i i i  ，完全

数据是 1 2 1 2( , ) ( , , , , , , , )T TO I o o o i i i   ．完全数据的对数似然函数是 log ( , )P O I  ． 

2．EM 算法的 E 步：求 Q 函数 ( , )Q   ① 

 ( , ) log ( , | ) ( , | )
I

Q P O I P O I     (10.33) 

其中， 是隐马尔可夫模型参数的当前估计值，是要极大化的隐马尔可夫模型

参数． 

1 1 1 2 2 11 2( , | ) ( ) ( ) ( )
T T Ti i i i i i i i TP O I b o a b o a b o 


   

于是函数 ( , )Q   可以写成： 

 
1

1

1

1 1

( , ) log ( , | )

log ( , | ) log ( ) ( , | )
t t t

i
I

T T

i i i t
I t I t

Q P O I

a P O I b o P O I

   

 




 



   
    

   



   
 

(10.34)
 

式中求和都是对所有训练数据的序列总长度T 进行的． 

                                                        
① 按照 Q 函数的定义 

( , ) [log ( , | ) | , ]IQ E P O I O     

式 (10.33) 略去了对  而言的常数因子1/ ( | )P O  . 
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3．EM 算法的 M 步：极大化 Q 函数 ( , )Q   求模型参数 , ,A B   

由于要极大化的参数在式 (10.34) 中单独地出现在 3 个项中，所以只需对各

项分别极大化． 

（1）式 (10.34) 的第 1 项可以写成： 

0 1
1

log ( , | ) log ( , | )
N

i i
I i

P O I P O i i   


    

注意到 i 满足约束条件
1

1
N

i
i




 ，利用拉格朗日乘子法，写出拉格朗日函数： 

 1
1 1

log ( , | ) 1
N N

i i
i i

P O i i   
 

 
   

 
   

对其求偏导数并令结果为 0 

 1
1 1

log ( , | ) 1 0
N N

i i
i ii

P O i i   
  

   
        

   (10.35) 

得 

1( , | ) 0iP O i i      

对 i 求和得到   

 ( | )P O    

代入式 (10.35) 即得 

 1( , | )

( | )i

P O i i

P O







  (10.36) 

（2）式 (10.34) 的第 2 项可以写成 

 
1

1 1

1
1 1 1 1

log ( , | ) log ( , , | )
t t

T N N T

i i ij t t
I t i j t

a P O I a P O i i i j 


 


   

 
   

 
    

类似第 1 项，应用具有约束条件
1

1
N

ij
j

a


 的拉格朗日乘子法可以求出 

 

1

1
1

1

1

( , , | )

( , | )

T

t t
t

ij T

t
t

P O i i i j
a

P O i i














 







 (10.37) 

（3）式 (10.34) 的第 3 项为 

 
1 1 1

log ( ) ( , | ) log ( ) ( , | )
t

T N T

i t j t t
I t j t

b o P O I b o P O i j 
  

 
  

 
    
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同样用拉格朗日乘子法，约束条件是
1

( ) 1
M

j
k

b k


 ．注意，只有在 t ko v 时 ( )j tb o 对

( )jb k 的偏导数才不为 0，以 ( )t kI o v 表示．求得 

 1

1

( , | ) ( )
( )

( , | )

T

t t k
t

j T

t
t

P O i j I o v
b k

P O i j









 







 (10.38) 

10.3.3  Baum-Welch 模型参数估计公式 

将式 (10.36) ～式 (10.38) 中的各概率分别用 ( )t i ， ( , )t i j 表示，则可将相应

的公式写成： 

 

1

1
1

1

( , )

( )

T

t
t

ij T

t
t

i j
a

i
















 (10.39) 

 1,

1

( )

( )
( )

t k

T

t
t o v

j T

t
t

j

b k
j





 







 (10.40) 

 1( )i i   (10.41) 

其中， ( )t i ， ( , )t i j 分别由式 (10.24) 及式 (10.26) 给出．式 (10.39) ～式 (10.41) 就

是 Baum-Welch 算法（Baum-Welch algorithm），它是 EM 算法在隐马尔可夫模型

学习中的具体实现，由 Baum 和 Welch 提出． 

算法 10.4（Baum-Welch 算法） 

输入：观测数据 1 2( , , , )TO o o o  ； 

输出：隐马尔可夫模型参数． 

（1）初始化 

对 0n  ，选取 (0)
ija ， (0)( )jb k ， (0)

i ，得到模型 (0) (0) (0) (0)( , , )A B  ． 

（2）递推．对 1,2,n  ，  
1

( 1) 1
1

1

( , )

( )

T

t
n t

ij T

t
t

i j
a

i







 








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1,( 1)

1

( 1)
1

( )

( )
( )

( )

t k

T

t
t o vn

j T

t
t

n
i

j

b k
j

i





 

 










  

右端各值按观测 1 2( , , , )TO o o o  和模型 ( ) ( ) ( ) ( )( , , )n n n nA B  计算．式中 ( )t i ，

( , )t i j 由式 (10.24) 和式 (10.26) 给出． 

（3）终止．得到模型参数 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( , , )n n n nA B     ． ■ 

10.4 预 测 算 法 

下面介绍隐马尔可夫模型预测的两种算法：近似算法与维特比算法（Viterbi 

algorithm）． 

10.4.1 近似算法 

近似算法的想法是，在每个时刻 t 选择在该时刻最有可能出现的状态 ti
 ，从

而得到一个状态序列 1 2( , , , )TI i i i     ，将它作为预测的结果． 

给定隐马尔可夫模型和观测序列O，在时刻 t 处于状态 iq 的概率 ( )t i 是 

 

1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( | )
( ) ( )

t t t t
t N

t t
j

i i i i
i

P O
j j

   


  


 


 (10.42) 

在每一时刻 t 最有可能的状态 ti
 是 

 
1

arg max[ ( )]t t
i N

i i 
≤ ≤

， 1,2, ,t T   (10.43) 

从而得到状态序列 1 2( , , , )TI i i i     ． 

近似算法的优点是计算简单，其缺点是不能保证预测的状态序列整体是最有

可能的状态序列，因为预测的状态序列可能有实际不发生的部分．事实上，上述

方法得到的状态序列中有可能存在转移概率为 0 的相邻状态，即对某些 ,i j , 

0ija  时．尽管如此，近似算法仍然是有用的． 

10.4.2  维特比算法 

维特比算法实际是用动态规划解隐马尔可夫模型预测问题，即用动态规划

（dynamic programming）求概率最大路径（最优路径）．这时一条路径对应着一个

状态序列． 

根据动态规划原理，最优路径具有这样的特性：如果最优路径在时刻 t 通过

结点 ti
 ，那么这一路径从结点 ti

 到终点 Ti
 的部分路径，对于从 ti

 到 Ti
 的所有可能
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的部分路径来说，必须是最优的．因为假如不是这样，那么从 ti
 到 Ti

 就有另一条

更好的部分路径存在，如果把它和从 1i
 到达 ti

 的部分路径连接起来，就会形成一

条比原来的路径更优的路径，这是矛盾的．依据这一原理，我们只需从时刻 1t  开

始，递推地计算在时刻 t 状态为 i 的各条部分路径的最大概率，直至得到时刻 t T
状态为 i 的各条路径的最大概率．时刻 t T 的最大概率即为最优路径的概率 P ，

最优路径的终结点 Ti
 也同时得到．之后，为了找出最优路径的各个结点，从终结

点 Ti
 开始，由后向前逐步求得结点 1 1, ,Ti i 

  ，得到最优路径 1 2( , , , )TI i i i     ．这

就是维特比算法． 

首先导入两个变量 和 ．定义在时刻 t 状态为 i 的所有单个路径 1 2( , , , )ti i i
中概率最大值为 

 
1 2 1

1 1 1
, , ,

( ) max ( , , , , , , | ), 1,2, ,
t

t t t t
i i i

i P i i i i o o i N 


  


    (10.44) 

由定义可得变量 的递推公式： 

 1 2
1 1 1 1 1

, , ,

1
1

( ) max ( , , , , , , | )

max[ ( ) ] ( ), 1,2, , ; 1,2, , 1
t

t t t t
i i i

t ji i t
j N

i P i i i i o o

j a b o i N t T

 



  



 

   


 

 
≤ ≤

 
(10.45)

 

定义在时刻 t 状态为 i 的所有单个路径 1 2 1( , , , , )ti i i i 中概率最大的路径的第

1t  个结点为 

 1
1

( ) arg max[ ( ) ]t t ji
j N

i j a  
≤ ≤

，   1,2, ,i N   (10.46) 

下面介绍维特比算法． 

算法 10.5（维特比算法） 

输入：模型 ( , , )A B  和观测 1 2( , , , )TO o o o  ； 

输出：最优路径 1 2( , , , )TI i i i     ． 

（1）初始化 

1 1( ) ( )i ii b o  ，   1,2, ,i N   

1( ) 0i  ，   1,2, ,i N   

（2）递推．对 2,3, ,t T   

1
1

( ) max[ ( ) ] ( )t t ji i t
j N

i j a b o  
≤ ≤

，   1,2, ,i N   

1
1

( ) arg max[ ( ) ]t t ji
j N

i j a  
≤ ≤

，   1,2, ,i N   

（3）终止 

1
max ( )T

i N
P i 

≤ ≤

 

1
arg max[ ( )]T T

i N
i i 

≤ ≤
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（4）最优路径回溯．对 1, 2, ,1t T T     

1 1( )t t ti i 
   

求得最优路径 1 2( , , , )TI i i i     ． ■ 

下面通过一个例子来说明维特比算法． 

例 10.3  例 10.2 的模型 ( , , )A B  ， 

0.5 0.2 0.3

0.3 0.5 0.2

0.2 0.3 0.5

A

 
   
  

， 

0.5 0.5

0.4 0.6

0.7 0.3

B
 
   
  

， T(0.2,0.4,0.4)   

已知观测序列 (O  红,白,红)，试求最优状态序列，即最优路径 1 2 3( , , )I i i i    ． 

解 如图 10.4 所示，要在所有可能的路径中选择一条最优路径，按照以下步

骤处理： 

（1）初始化．在 1t  时，对每一个状态 i ， 1,2,3i  ，求状态为 i 观测 1o 为红

的概率，记此概率为 1( )i ，则 

 1 1( ) ( ) ( )i i i ii b o b    红 ， 1,2,3i   

代入实际数据 

 1(1) 0.10  ， 1(2) 0.16  ， 1(3) 0.28   

记 1( ) 0i  ， 1,2,3i  ． 

 
图 10.4  求最优路径 

（2）在 2t  时，对每个状态 i ， 1,2,3i  ，求在 1t  时状态为 j 观测为红并在

2t  时状态为 i 观测 2o 为白的路径的最大概率，记此最大概率为 2 ( )i ，则 

2 1 2
1 3

( ) max [ ( ) ] ( )ji i
j

i j a b o 
≤ ≤
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同时，对每个状态 i ， 1,2,3i  ，记录概率最大路径的前一个状态 j ： 

2 1
1 3

( ) arg max [ ( ) ]ji
j

i j a 
≤ ≤

，   1,2,3i   

计算： 

2 1 1 1 2
1 3

2

2 2

2 2

(1) max [ ( ) ] ( )

max{0.10 0.5,0.16 0.3,0.28 0.2} 0.5

0.028

(1) 3

(2) 0.0504, (2) 3

(3) 0.042, (3) 3

j
j

j

j a b o 


 
 



    



 
 

≤ ≤

 

同样，在 3t  时， 

3 2 3
1 3

3 2
1 3

3 3

3 3

3 3

( ) max [ ( ) ] ( )

( ) arg max [ ( ) ]

(1) 0.00756, (1) 2

(2) 0.01008, (2) 2

(3) 0.0147, (3) 3

ji i
j

ji
j

i j a b o

i j a

 

 

 
 
 





 
 
 

≤ ≤

≤ ≤

 

（3）以 P表示最优路径的概率，则 

3
1 3
max ( ) 0.0147

i
P i  

≤ ≤

 

最优路径的终点是 3i
 ： 

3 3arg max [ ( )] 3
i

i i    

（4）由最优路径的终点 3i
 ，逆向找到 2 1,i i  ： 

在 2t  时， 2 3 3 3( ) (3) 3i i      

在 1t  时， 1 2 2 2( ) (3) 3i i      

于是求得最优路径，即最优状态序列 1 2 3( , , ) (3,3,3)I i i i     ． ■ 

本 章 概 要 

1．隐马尔可夫模型是关于时序的概率模型，描述由一个隐藏的马尔可夫链

随机生成不可观测的状态的序列，再由各个状态随机生成一个观测而产生观测的

序列的过程． 
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隐马尔可夫模型由初始状态概率向量、状态转移概率矩阵 A和观测概率矩

阵 B 决定．因此，隐马尔可夫模型可以写成 ( , , )A B  ． 

隐马尔可夫模型是一个生成模型，表示状态序列和观测序列的联合分布，但

是状态序列是隐藏的，不可观测的． 

隐马尔可夫模型可以用于标注，这时状态对应着标记．标注问题是给定观测

序列预测其对应的标记序列． 

2．概率计算问题．给定模型 ( , , )A B  和观测序列 1 2( , , , )TO o o o  ，计算

在模型下观测序列O出现的概率 ( | )P O  ．前向-后向算法是通过递推地计算前

向-后向概率可以高效地进行隐马尔可夫模型的概率计算． 

3．学习问题．已知观测序列 1 2( , , , )TO o o o  ，估计模型 ( , , )A B  参数，

使得在该模型下观测序列概率 ( | )P O  最大．即用极大似然估计的方法估计参

数．Baum-Welch算法，也就是EM算法可以高效地对隐马尔可夫模型进行训练．它

是一种非监督学习算法． 

4．预测问题．已知模型 ( , , )A B  和观测序列 1 2( , , , )TO o o o  ，求对给定

观测序列条件概率 ( | )P I O 最大的状态序列 1 2( , , , )TI i i i  ．维特比算法应用动态

规划高效地求解最优路径，即概率最大的状态序列． 

继 续 阅 读 

隐马尔可夫模型的介绍可见文献[1, 2]，特别地，文献[1]是经典的介绍性论文. 

关于Baum-Welch算法可见文献[3, 4]．可以认为概率上下文无关文法（probabilistic 

context-free grammar）是隐马尔可夫模型的一种推广，隐马尔可夫模型的不可观

测数据是状态序列，而概率上下文无关文法的不可观测数据是上下文无关文法树[5].

动态贝叶斯网络（dynamic Bayesian network）是定义在时序数据上的贝叶斯网络,

它包含隐马尔可夫模型，是一种特例[6]． 

习    题 

10.1 给定盒子和球组成的隐马尔可夫模型 ( , , )A B  ，其中， 

A 
0.5 0.2 0.3

0.3 0.5 0.2

0.2 0.3 0.5

 
 
 
  

， B 
0.5 0.5

0.4 0.6

0.7 0.3

 
 
 
  

， T(0.2,0.4,0.4)   

设 4T  ， ( )O  红,白,红,白 ，试用后向算法计算 ( | )P O  ． 
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10.2 考虑盒子和球组成的隐马尔可夫模型 ( , , )A B  ，其中， 

A 
0.5 0.1 0.4

0.3 0.5 0.2

0.2 0.2 0.6

 
 
 
  

， B 
0.5 0.5

0.4 0.6

0.7 0.3

 
 
 
  

， T(0.2,0.3,0.5)   

   设 8T  ， ( , , , , , , , )O  红白红 红白红白白 ，用前向后向概率计算 4 3( , )P i q O  ． 

10.3 在习题 10.1 中，试用维特比算法求最优路径 1 2 3 4( , , , )I i i i i     ． 

10.4 试用前向概率和后向概率推导 

1 1
1 1

( | ) ( ) ( ) ( )
N N

t ij j t t
i j

P O i a b o j   
 

  ， 1, 2, , 1t T   

10.5 比较维特比算法中变量 的计算和前向算法中变量 的计算的主要区别． 
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第 11 章 条件随机场 

条件随机场（conditional random field, CRF）是给定一组输入随机变量条件下

另一组输出随机变量的条件概率分布模型，其特点是假设输出随机变量构成马尔

可夫随机场．条件随机场可以用于不同的预测问题，本书仅论及它在标注问题的

应用．因此主要讲述线性链（linear chain）条件随机场，这时，问题变成了由输

入序列对输出序列预测的判别模型，形式为对数线性模型，其学习方法通常是极

大似然估计或正则化的极大似然估计．线性链条件随机场应用于标注问题是由

Lafferty 等人于 2001 年提出的． 

本章首先介绍概率无向图模型，然后叙述条件随机场的定义和各种表示方

法，最后介绍条件随机场的 3 个基本问题：概率计算问题、学习问题和预测问题． 

11.1 概率无向图模型 

概率无向图模型（probabilistic undirected graphical model），又称为马尔可夫

随机场（Markov random field），是一个可以由无向图表示的联合概率分布．本节

首先叙述概率无向图模型的定义，然后介绍概率无向图模型的因子分解． 

11.1.1  模型定义 

图（graph）是由结点（node）及连接结点的边（edge）组成的集合．结点和边

分别记作 v 和 e，结点和边的集合分别记作V 和 E ，图记作 ( , )G V E ．无向图是

指边没有方向的图． 

概率图模型（probabilistic graphical model）是由图表示的概率分布．设有联

合概率分布 ( )P Y ，Y  是一组随机变量．由无向图 ( , )G V E 表示概率分布

( )P Y ，即在图G 中，结点 v V 表示一个随机变量 vY ， ( )v v VY Y  ；边 e E 表示

随机变量之间的概率依赖关系． 

给定一个联合概率分布 ( )P Y 和表示它的无向图G ．首先定义无向图表示的

随机变量之间存在的成对马尔可夫性（pairwise Markov property）、局部马尔可夫

性（local Markov property）和全局马尔可夫性（global Markov property）． 

成对马尔可夫性：设u 和 v 是无向图G 中任意两个没有边连接的结点，结点

u 和 v 分别对应随机变量 uY 和 vY ．其他所有结点为 O，对应的随机变量组是 OY ．成

对马尔可夫性是指给定随机变量组 OY 的条件下随机变量 uY 和 vY 是条件独立的，即 
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 ( , | ) ( | ) ( | )u v O u O v OP Y Y Y P Y Y P Y Y  (11.1) 

局部马尔可夫性：设 v V 是无向图G 中任意一个结点，W 是与 v 有边连接

的所有结点，O是 v ，W 以外的其他所有结点．v 表示的随机变量是 vY ，W 表示

的随机变量组是 WY ，O表示的随机变量组是 OY ．局部马尔可夫性是指在给定随

机变量组 WY 的条件下随机变量 vY 与随机变量组 OY 是独立的，即 

 ( , | ) ( | ) ( | )v O W v W O WP Y Y Y P Y Y P Y Y  (11.2) 

在 ( | ) 0O WP Y Y  时，等价地， 

 ( | ) ( | , )v W v W OP Y Y P Y Y Y  (11.3) 

图 11.1 表示由式 (11.2) 或式 (11.3) 所示的局部马尔可夫性． 

 
图 11.1  局部马尔可夫性 

全局马尔可夫性：设结点集合 A，B 是在无向图G 中被结点集合 C 分开的任

意结点集合，如图 11.2 所示．结点集合 A，B 和 C 所对应的随机变量组分别是 AY ，

BY 和 CY ．全局马尔可夫性是指给定随机变量组 CY 条件下随机变量组 AY 和 BY 是条

件独立的，即 

 ( , | ) ( | ) ( | )A B C A C B CP Y Y Y P Y Y P Y Y  (11.4) 

 
图 11.2  全局马尔可夫性 

上述成对的、局部的、全局的马尔可夫性定义是等价的[2]． 
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下面定义概率无向图模型． 

定义 11.1（概率无向图模型）  设有联合概率分布 ( )P Y ，由无向图 ( , )G V E
表示，在图G 中，结点表示随机变量，边表示随机变量之间的依赖关系．如果联

合概率分布 ( )P Y 满足成对、局部或全局马尔可夫性，就称此联合概率分布为概

率无向图模型（probability undirected graphical model），或马尔可夫随机场（Markov 

random field）． 

以上是概率无向图模型的定义，实际上，我们更关心的是如何求其联合概率

分布．对给定的概率无向图模型，我们希望将整体的联合概率写成若干子联合概

率的乘积的形式，也就是将联合概率进行因子分解，这样便于模型的学习与计

算．事实上，概率无向图模型的最大特点就是易于因子分解．下面介绍这一结果． 

11.1.2  概率无向图模型的因子分解 

首先给出无向图中的团与最大团的定义． 

定义 11.2（团与最大团）  无向图G 中任何两个结点均有边连接的结点子集

称为团（clique）．若C 是无向图G 的一个团，并且不能再加进任何一个G 的结点

使其成为一个更大的团，则称此C 为最大团（maximal clique）． 

图11.3表示由4个结点组成的无向图．图中由2个结点组成的团有5个： 1 2{ , }Y Y ，

2 3{ , }Y Y ， 3 4{ , }Y Y ， 4 2{ , }Y Y 和 1 3{ , }Y Y ．有 2 个最大团： 1 2 3{ , , }Y Y Y 和 2 3 4{ , , }Y Y Y ．而

1 2 3 4{ , , , }Y Y Y Y 不是一个团，因为 1Y 和 4Y 没有边连接． 

 
图 11.3  无向图的团和最大团 

将概率无向图模型的联合概率分布表示为其最大团上的随机变量的函数的

乘积形式的操作，称为概率无向图模型的因子分解（factorization）． 

给定概率无向图模型，设其无向图为G ，C 为G 上的最大团， CY 表示C 对

应的随机变量．那么概率无向图模型的联合概率分布 ( )P Y 可写作图中所有最大

团C 上的函数 ( )C CY 的乘积形式，即 

 1
( ) ( )C C

C

P Y Y
Z

   (11.5) 

其中， Z 是规范化因子（normalization factor），由式 
 ( )C C

Y C

Z Y  (11.6) 
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给出．规范化因子保证 ( )P Y 构成一个概率分布．函数 ( )C CY 称为势函数（potential 

function）．这里要求势函数 ( )C CY 是严格正的，通常定义为指数函数： 

 ( ) exp{ ( )}C C CY E Y    (11.7) 

概率无向图模型的因子分解由下述定理来保证． 

定理 11.1（Hammersley-Clifford 定理）  概率无向图模型的联合概率分布

( )P Y 可以表示为如下形式： 

1
( ) ( )C C

C

P Y Y
Z

   

 ( )C C
Y C

Z Y  

其中，C 是无向图的最大团， CY 是C 的结点对应的随机变量， ( )C CY 是C 上定

义的严格正函数，乘积是在无向图所有的最大团上进行的． ■ 

11.2 条件随机场的定义与形式 

11.2.1  条件随机场的定义 

条件随机场（conditional random field）是给定随机变量 X 条件下，随机变量

Y 的马尔可夫随机场．这里主要介绍定义在线性链上的特殊的条件随机场，称为

线性链条件随机场（linear chain conditional random field）．线性链条件随机场可以

用于标注等问题．这时，在条件概率模型 ( | )P Y X 中，Y 是输出变量，表示标记

序列，X 是输入变量，表示需要标注的观测序列．也把标记序列称为状态序列（参

见隐马尔可夫模型）．学习时，利用训练数据集通过极大似然估计或正则化的极大

似然估计得到条件概率模型 ˆ( | )P Y X ；预测时，对于给定的输入序列 x ，求出条

件概率 ˆ( | )P y x 最大的输出序列 ŷ ． 

首先定义一般的条件随机场，然后定义线性链条件随机场． 

定义 11.3（条件随机场）  设 X 与Y 是随机变量， ( | )P Y X 是在给定 X 的条

件下Y 的条件概率分布．若随机变量Y 构成一个由无向图 ( , )G V E 表示的马尔

可夫随机场，即 

 ( | , , ) ( | , , ~ )v w v wP Y X Y w v P Y X Y w v   (11.8) 

对任意结点 v 成立，则称条件概率分布 ( | )P Y X 为条件随机场．式中 ~w v表示在

图 ( , )G V E 中与结点 v 有边连接的所有结点 w， w v 表示结点 v 以外的所有结

点， vY ， uY 与 wY 为结点 v ，u 与w对应的随机变量． 
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在定义中并没有要求 X 和Y 具有相同的结构．现实中，一般假设 X 和Y 有相

同的图结构．本书主要考虑无向图为如图 11.4 与图 11.5 所示的线性链的情况，即 
( {1,2, , }, {( , 1)})G V n E i i    ， 1,2, , 1i n   

在此情况下， 1 2( , , , )nX X X X  ， 1 2( , , , )nY Y Y Y  ，最大团是相邻两个结点的

集合．线性链条件随机场有下面的定义． 

 
图 11.4  线性链条件随机场 

 
图 11.5  X 和Y 有相同的图结构的线性链条件随机场 

定义 11.4（线性链条件随机场）  设 1 2( , , , )nX X X X  ， 1 2( , , , )nY Y Y Y  均

为线性链表示的随机变量序列，若在给定随机变量序列 X 的条件下，随机变量序

列Y 的条件概率分布 ( | )P Y X 构成条件随机场，即满足马尔可夫性 

 1 1 1 1 1( | , , , , , , ) ( | , , )i i i n i i iP Y X Y Y Y Y P Y X Y Y      

 1,2, ,i n  （在 1i  和 n时只考虑单边） (11.9) 

则称 ( | )P Y X 为线性链条件随机场．在标注问题中， X 表示输入观测序列，Y 表

示对应的输出标记序列或状态序列． 

11.2.2 条件随机场的参数化形式 

根据定理 11.1，可以给出线性链条件随机场 ( | )P Y X 的因子分解式，各因子

是定义在相邻两个结点上的函数． 

定理 11.2（线性链条件随机场的参数化形式）  设 ( | )P Y X 为线性链条件随

机场，则在随机变量 X 取值为 x 的条件下，随机变量Y 取值为 y 的条件概率具有

如下形式： 

 1
, ,

1
( | ) exp ( , , , ) ( , , )

( ) k k i i l l i
i k i l

P y x t y y x i s y x i
Z x

 

 
  

 
   (11.10) 
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其中， 

 1
, ,

( ) exp ( , , , ) ( , , )k k i i l l i
y i k i l

Z x t y y x i s y x i 

 
  

 
    (11.11) 

式中， kt 和 ls 是特征函数， k 和 l 是对应的权值． ( )Z x 是规范化因子，求和是

在所有可能的输出序列上进行的． ■ 

式 (11.10) 和式 (11.11) 是线性链条件随机场模型的基本形式，表示给定输入

序列 x ，对输出序列 y 预测的条件概率．式 (11.10) 和式 (11.11) 中 kt 是定义在边

上的特征函数，称为转移特征，依赖于当前和前一个位置， ls 是定义在结点上的

特征函数，称为状态特征，依赖于当前位置． kt 和 ls 都依赖于位置，是局部特征

函数．通常，特征函数 kt 和 ls 取值为 1 或 0；当满足特征条件时取值为 1，否则

为 0．条件随机场完全由特征函数 kt ， ls 和对应的权值 k ， l 确定． 

线性链条件随机场也是对数线性模型（log linear model）． 

下面看一个简单的例子． 

例 11.1  设有一标注问题：输入观测序列为 1 2 3( , , )X X X X ，输出标记序列

为 1 2 3( , , )Y Y Y Y ， 1 2 3, ,Y Y Y 取值于 {1,2} ． 

假设特征 kt , ls 和对应的权值 k , l 如下： 

1 1 1( 1, 2, , )i it t y y x i   ， 2,3i  ， 1 1   

这里只注明特征取值为 1 的条件，取值为 0 的条件省略，即 

1
1 1

1, 1, 2, , , ( 2,3)
( , , , )

0,
i i

i i

y y x i i
t y y x i 



  
 
 其他

 

下同． 

2 2 1 2( 1, 1, ,2)t t y y x    2 0.5   

3 3 2 3( 2, 1, ,3)t t y y x    3 1   

4 4 1 2( 2, 1, , 2)t t y y x   ， 4 1   

5 5 2 3( 2, 2, ,3)t t y y x   ， 5 0.2   

1 1 1( 1, ,1)s s y x  ， 1 1   

2 2 ( 2, , )is s y x i  ， 1,2i   2 0.5   

3 3 ( 1, , )is s y x i  ， 2,3i   3 0.8   

4 4 3( 2, ,3)s s y x  ， 4 0.5   

对给定的观测序列 x ，求标记序列为 1 2 3( , , ) (1,2,2)y y y y  的非规范化条件概率

（即没有除以规范化因子的条件概率）． 

解 由式(11.10)，线性链条件随机场模型为 
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5 3 4 3

1
1 2 1 1

( | ) exp ( , , , ) ( , , )k k i i k k i
k i k i

P y x t y y x i s y x i 
   

 
  

 
     

对给定的观测序列 x ，标记序列 (1,2,2)y  的非规范化条件概率为 

 1 2 3( 1, 2, 2 | ) expP y y y x    (3.2) ■ 

11.2.3 条件随机场的简化形式 

条件随机场还可以由简化形式表示．注意到条件随机场式 (11.10) 中同一特征

在各个位置都有定义，可以对同一个特征在各个位置求和，将局部特征函数转化

为一个全局特征函数，这样就可以将条件随机场写成权值向量和特征向量的内积

形式，即条件随机场的简化形式． 

为简便起见，首先将转移特征和状态特征及其权值用统一的符号表示．设有

1K 个转移特征， 2K 个状态特征， 1 2K K K  ，记 

 1 1
1

1 2

( , , , ), 1,2, ,
( , , , )

( , , ), ; 1,2, ,
k i i

k i i
l i

t y y x i k K
f y y x i

s y x i k K l l K





    




 (11.12) 

然后，对转移与状态特征在各个位置 i 求和，记作 

 1
1

( , ) ( , , , )
n

k k i i
i

f y x f y y x i


  ， 1,2, ,k K    (11.13) 

用 kw 表示特征 ( , )kf y x 的权值，即 

 1

1 2

, 1,2, ,

, ; 1,2, ,
k

k
l

k K
w

k K l l K





    




  (11.14) 

于是，条件随机场 (11.11) ～ (11.12) 可表示为 

 
1

1
( | ) exp ( , )

( )

K

k k
k

P y x w f y x
Z x 

   (11.15) 

 
1

( ) exp ( , )
K

k k
y k

Z x w f y x


    (11.16) 

若以 w 表示权值向量，即 

 T
1 2( , , , )Kw w w w   (11.17) 

以 ( , )F y x 表示全局特征向量，即 

 T
1 2( , ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))KF y x f y x f y x f y x   (11.18) 
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则条件随机场可以写成向量 w与 ( , )F y x 的内积的形式： 

 
 exp ( , )

( | )
( )w

w

w F y x
P y x

Z x



 (11.19) 

其中， 

  ( ) exp ( , )w
y

Z x w F y x   (11.20) 

11.2.4  条件随机场的矩阵形式 

条件随机场还可以由矩阵表示．假设 ( | )wP y x 是由式 (11.15) ～ (11.16) 给出

的线性链条件随机场，表示对给定观测序列 x，相应的标记序列 y 的条件概率．引

进特殊的起点和终点状态标记 0 starty  ， 1 stopny   ，这时 ( | )wP y x 可以通过矩阵形

式表示． 

对观测序列 x 的每一个位置 1,2, , 1i n  ，定义一个m 阶矩阵（m 是标记 iy

取值的个数） 

  1( ) ( , | )i i i iM x M y y x  (11.21) 

  1 1( , | ) exp ( , | )i i i i i iM y y x W y y x   (11.22) 

 1 1
1

( , | ) ( , , , )
K

i i i k k i i
k

W y y x w f y y x i 


   (11.23) 

这样，给定观测序列 x ，标记序列 y 的非规范化概率可以通过 1n  个矩阵的

乘积
1

11
( , | )

n

i i ii
M y y x



 表示，于是，条件概率 ( | )wP y x 是 

 
1

11

1
( | ) ( , | )

( )

n

w i i ii
w

P y x M y y x
Z x




   (11.24) 

其中， ( )wZ x 为规范化因子，是 1n  个矩阵的乘积的 (start,stop)元素： 

  1 2 1 start ,stop
( ) ( ) ( ) ( )w nZ x M x M x M x   (11.25) 

注意， 0 starty  与 1 stopny   表示开始状态与终止状态，规范化因子 ( )wZ x 是     

以start 为起点 stop为终点通过状态的所有路径 1 2 ny y y 的非规范化概率
1

11
( , | )

n

i i ii
M y y x



 之和．下面的例子说明了这一事实． 

例 11.2 给定一个由图 11.6 所示的线性链条件随机场，观测序列 x，状态序

列 y ， 1,2,3i  ， 3n  ，标记 {1,2}iy  ，假设 0 start 1y   ， 4 stop 1y   ，各个

位置的随机矩阵 1( )M x ， 2 ( )M x ， 3 ( )M x ， 4 ( )M x 分别是 
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01 02
1( )

0 0

a a
M x

 
  
 

， 11 12
2

21 22

( )
b b

M x
b b

 
  
 

 

11 12
3

21 22

( )
c c

M x
c c

 
  
 

， 4

1   0
( )

1   0
M x

    
     

试求状态序列 y 以 start 为起点 stop 为终点所有路径的非规范化概率及规范化   

因子． 

解 首先计算图 11.6 中从 start 到 stop 对应于 (1,1,1)y  ， (1,1,2)y  ，，y   

(2,2,2)各路径的非规范化概率分别是 

01 11 11a b c ， 01 11 12a b c ， 01 12 21a b c ， 01 12 22a b c  

02 21 11a b c ， 02 21 12a b c ， 02 22 21a b c ， 02 22 22a b c  

然后按式 (11.25) 求规范化因子．通过计算矩阵乘积 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )M x M x M x M x

可知，其第 1 行第 1 列的元素为 

01 11 11 02 21 11 01 12 21 02 22 22

01 11 12 02 21 12 01 12 22 02 22 21

a b c a b c a b c a b c

a b c a b c a b c a b c

  
   

 

恰好等于从 start 到 stop 的所有路径的非规范化概率之和，即规范化因子 ( )Z x ．■ 

 
图 11.6  状态路径 

11.3 条件随机场的概率计算问题 

条件随机场的概率计算问题是给定条件随机场 ( | )P Y X ，输入序列 x 和输出

序列 y ，计算条件概率 ( | )i iP Y y x ， 1 1( , | )i i i iP Y y Y y x   以及相应的数学期望

的问题．为了方便起见，像隐马尔可夫模型那样，引进前向-后向向量，递归地

计算以上概率及期望值．这样的算法称为前向-后向算法． 

11.3.1  前向-后向算法 

对每个指标 0,1, , 1i n  ，定义前向向量 ( )i x ： 

 0

1, start
( | )

0,

y
y x

 
 否则

 (11.26) 
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递推公式为 

 T T
1 1 1( | ) ( | ) ( , | )i i i i i i iy x y x M y y x     ， 1,2, , 1i n   (11.27) 

又可表示为 

 T T
1( ) ( ) ( )i i ix x M x    (11.28) 

( | )i iy x 表示在位置 i 的标记是 iy 并且到位置 i 的前部分标记序列的非规范化概

率， iy 可取的值有m 个，所以 ( )i x 是m 维列向量． 

同样，对每个指标 0,1, , 1i n  ，定义后向向量 ( )i x ： 

 1
1 1

1, stop
( | )

0,
n

n n

y
y x 

 


 
 否则

 (11.29) 

 1 1 1( | ) ( , | ) ( | )i i i i i i iy x M y y x y x     (11.30) 

又可表示为 

 1 1( ) ( ) ( )i i ix M x x    (11.31) 

( | )i iy x 表示在位置 i 的标记为 iy 并且从 1i  到 n 的后部分标记序列的非规范化

概率． 

由前向-后向向量定义不难得到： 

T T
1( ) ( ) ( )nZ x x x  1 1   

这里，1是元素均为 1 的m 维列向量． 

11.3.2  概率计算 

按照前向-后向向量的定义，很容易计算标记序列在位置 i 是标记 iy 的条件概

率和在位置 1i  与 i 是标记 1iy  和 iy 的条件概率： 

 
T ( | ) ( | )

( | )
( )

i i i i
i i

y x y x
P Y y x

Z x

 
   (11.32) 

 
T

1 1 1
1 1

( | ) ( , | ) ( | )
( , | )

( )
i i i i i i i

i i i i

y x M y y x y x
P Y y Y y x

Z x

   
     (11.33) 

其中， 

 T( ) ( )nZ x x 1
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11.3.3  期望值的计算 

利用前向-后向向量，可以计算特征函数关于联合分布 ( , )P X Y 和条件分布

( | )P Y X 的数学期望． 

特征函数 kf 关于条件分布 ( | )P Y X 的数学期望是 

 
1

( )

T1
1 1 1

1
1

[ ] ( ) ( , )

( | ) ( , | ) ( | )
( , , , )

( )

1,2, ,
i i

k kP Y X
y

n
i i i i i i i

k i i
i y y

E f P y x f y x

y x M y y x y x
f y y x i

Z x

k K

 




  













  (11.34) 

其中， 

T( ) ( )nZ x x 1  

假设经验分布为 ( )P X ，特征函数 kf 关于联合分布 ( , )P X Y 的数学期望是 

1

1

( , ) 1
, 1

1

1
1

T1
1 1 1

1
1

[ ] ( , ) ( , , , )

( ) ( | ) ( , , , )

( | ) ( , | ) ( | )
( ) ( , , , )

( )

1,2, ,
i i

n

P X Y k k i i
x y i

n

k i i
x y i

n
i i i i i i i

k i i
x i y y

E f P x y f y y x i

P x P y x f y y x i

y x M y y x y x
P x f y y x i

Z x

k K

 














  












 

  

 





  (11.35) 

其中， 

T( ) ( )nZ x x 1  

式 (11.34) 和式 (11.35) 是特征函数数学期望的一般计算公式．对于转移特征

1( , , , )k i it y y x i ， 11,2, ,k K  ，可以将式中的 kf 换成 kt ；对于状态特征，可以将

式中的 kf 换成 is ，表示为 ( , , )l is y x i ， 1k K l  ， 21,2, ,l K  ． 

有了式 (11.32) ～式 (11.35) ，对于给定的观测序列 x 与标记序列 y ，可以通

过一次前向扫描计算 i 及 ( )Z x ，通过一次后向扫描计算 i ，从而计算所有的概

率和特征的期望． 

11.4 条件随机场的学习算法 

本节讨论给定训练数据集估计条件随机场模型参数的问题，即条件随机场的

学习问题．条件随机场模型实际上是定义在时序数据上的对数线形模型，其学习
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方法包括极大似然估计和正则化的极大似然估计．具体的优化实现算法有改进的

迭代尺度法 IIS、梯度下降法以及拟牛顿法（参阅附录 A 和附录 B）． 

11.4.1  改进的迭代尺度法 

已知训练数据集，由此可知经验概率分布 ( , )P X Y ．可以通过极大化训练数

据的对数似然函数来求模型参数． 

训练数据的对数似然函数为 

( , )

,,

( ) ( ) log ( | ) ( , ) log ( | )P x y
w w wP

x yx y

L w L P P y x P x y P y x   


  

当 wP 是一个由式 (11.15) 和式 (11.16) 给出的条件随机场模型时，对数似然函数为 

 

,

, 1

1 1 1

( ) ( , ) log ( | )

( , ) ( , ) ( , ) log ( )

( , ) log ( )

w
x y

K

k k w
x y k

N K N

k k j j w j
j k j

L w P x y P y x

P x y w f y x P x y Z x

w f y x Z x



  



   
 

 



 

 



   

改进的迭代尺度法通过迭代的方法不断优化对数似然函数改变量的下界，达

到极大化对数似然函数的目的．假设模型的当前参数向量为 T
1 2( , , , )Kw w w w  ，

向量的增量为 T
1 2( , , , )K     ，更新参数向量为 1 1 2 2( , , ,w w w    +   

T)K Kw  ．在每步迭代过程中，改进的迭代尺度法通过依次求解式 (11.36) 和

式 (11.37)，得到 T
1 2( , , , )K     ．推导可参考本书 6.3.1 节． 

关于转移特征 kt 的更新方程为 

 

1

1
, 1

1

1
, 1

1

[ ] ( , ) ( , , , )

( ) ( | ) ( , , , ) exp( ( , ))

1,2, ,

n

k k i iP
x y i

n

k i i k
x y i

E t P x y t y y x i

P x P y x t y y x i T x y

k K



















 

 








 

(11.36)

 

关于状态特征 ls 的更新方程为 

 
1

1

, 1

, 1

2

[ ] ( , ) ( , , )

( ) ( | ) ( , , )exp( ( , ))

1,2, ,

n

l l iP
x y i

n

l i K l
x y i

E s P x y s y x i

P x P y x s y x i T x y

l K
















 

 








 

(11.37)
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这里， ( , )T x y 是在数据 ( , )x y 中出现所有特征数的总和： 

 
1

1
1 1

( , ) ( , ) ( , , , )
K n

k k i i
k k i

T x y f y x f y y x i



 

    (11.38) 

算法 11.1（条件随机场模型学习的改进的迭代尺度法） 

输入：特征函数
11 2, , , Kt t t ，

21 2, , , Ks s s ；经验分布 ( , )P x y ； 

输出：参数估计值 ŵ ；模型 ŵP ． 

（1）对所有  1,2, ,k K  ，取初值 0kw   

（2）对每一  1,2, ,k K  ： 

（a）当 11,2, ,k K  时，令 k 是方程 

1

1
, 1

( ) ( | ) ( , , , ) exp( ( , )) [ ]
n

k i i k kP
x y i

P x P y x t y y x i T x y E t





  
  

的解； 

当 1k K l  ， 21,2, ,l K  时，令
1K l  是方程 

1
, 1

( ) ( | ) ( , , )exp( ( , )) [ ]
n

l i K l lP
x y i

P x P y x s y x i T x y E s 


  
  

的解，式中 ( , )T x y 由式 (11.38) 给出． 

（b）更新 kw 值： k k kw w    

（3）如果不是所有 kw 都收敛，重复步骤(2)． ■ 

在式 (11.36) 和式 (11.37) 中， ( , )T x y 表示数据 ( , )x y 中的特征总数，对不同的

数据 ( , )x y 取值可能不同．为了处理这个问题，定义松弛特征 

 
1

1
1 1

( , ) ( , , , )
n K

k i i
i k

s x y S f y y x i



 

   (11.39) 

式中 S 是一个常数．选择足够大的常数 S 使得对训练数据集的所有数据 ( , )x y ，

( , ) 0s x y ≥ 成立．这时特征总数可取 S． 

由式 (11.36) ，对于转移特征 kt ， k 的更新方程是 

 
1

1
, 1

( ) ( | ) ( , , , )exp( ) [ ]
n

k i i k kP
x y i

P x P y x t y y x i S E t





  
  (11.40) 

 
[ ]1

log
[ ]

kP
k

P k

E t

S E t
    (11.41) 

其中， 

1

T1
1 1 1

1
1 ,

( | ) ( , | ) ( | )
( ) ( ) ( , , , )

( )
i i

n
i i i i i i i

P k k i i
x i y y

y x M y y x y x
E t P x t y y x i

Z x

 




  




     (11.42) 
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同样由式 (11.37) ，对于状态特征 ls ， k 的更新方程是 

 
1

, 1

( ) ( | ) ( , , )exp( ) [ ]
n

l i K l lP
x y i

P x P y x s y x i S E s 


  
  (11.43) 

 
1

[ ]1
log

[ ]
lP

K l
P l

E s

S E s
     (11.44) 

其中， 

 
T

1

( | ) ( | )
( ) ( ) ( , , )

( )
i

n
i i i i

P l l i
x i y

y x y x
E s P x s y x i

Z x

 


   (11.45) 

以上算法称为算法 S．在算法 S 中需要使常数 S 取足够大，这样一来，每步

迭代的增量向量会变大，算法收敛会变慢．算法 T 试图解决这个问题．算法T对

每个观测序列 x 计算其特征总数最大值 ( )T x ： 

 ( ) max ( , )
y

T x T x y  (11.46) 

利用前向-后向递推公式，可以很容易地计算 ( )T x t ． 

这时，关于转移特征参数的更新方程可以写成： 

 

max

1

1
, 1

1

1
1

,

,
0

[ ] ( ) ( | ) ( , , , ) exp( ( ))

( ) ( | ) ( , , , ) exp( ( ))

( ) exp( )

n

k k i i kP
x y i

n

k i i k
x y i

k t k
x

T
t

k t k
t

E t P x P y x t y y x i T x

P x P y x t y y x i T x

P x a t

a





























 

  














  

(11.47)

 

这里， ,k ta 是特征 kt 的期待值， logk k  ． k 是多项式方程 (11.47) 唯一的实根，

可以用牛顿法求得．从而求得相关的 k ． 

同样，关于状态特征的参数更新方程可以写成： 

 

1

1

max

, 1

1

,

,
0

[ ] ( ) ( | ) ( , , )exp( ( ))

( ) ( | ) ( , , )exp( ( ))

( ) exp( )

n

l l i K lP
x y i

n

l i K l
x y i

l t k
x

T
t

l t l
t

E s P x P y x s y x i T x

P x P y x s y x i T x

P x b t

b

























 

  














 

(11.48)
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这里， ,l tb 是特征 ls 的期望值， logl l  ， l 是多项式方程 (11.48) 唯一的实根，

也可以用牛顿法求得． 

11.4.2  拟牛顿法 

条件随机场模型学习还可以应用牛顿法或拟牛顿法 (参阅附录 B) ．对于条件

随机场模型 

 1

1

exp ( , )

( | )

exp ( , )

n

i i
i

w n

i i
y i

w f x y

P y x

w f x y





 
 
 
 
 
 



 
 (11.49) 

学习的优化目标函数是 

min
nwR 1 , 1

( ) ( ) log exp ( , ) ( , ) ( , )
n n

i i i i
x y i x y i

f w P x w f x y P x y w f x y
 

 
  

 
       (11.50)

 

其梯度函数是 

 
,

( ) ( ) ( | ) ( , ) ( )w P
x y

g w P x P y x f x y E f  
  (11.51) 

拟牛顿法的 BFGS 算法如下． 

算法 11.2（条件随机场模型学习的 BFGS 算法） 

输入：特征函数 1 2, , , nf f f ；经验分布 ( , )P X Y ； 

输出：最优参数值 ŵ；最优模型 ˆ ( | )wP y x ． 

（1）选定初始点 (0)w ，取 0B 为正定对称矩阵，置 0k   

（2）计算 ( )( )k
kg g w ．若 0kg  ，则停止计算；否则转 (3) 

（3）由 k k kB p g  求出 kp  

（4）一维搜索：求 k 使得 

( ) ( )

0
( ) min ( )k k

k k kf w p f w p


   
≥

 

（5）置 ( 1) ( )k k
k kw w p    

（6）计算 ( 1)
1 ( )k

kg g w 
  ，若 0kg  ，则停止计算；否则，按下式求出 1kB  ： 

T T

1 T T
k k k k k k

k k
k k k k k

y y B B
B B

y B

 
       

其中， 

1k k ky g g  ， ( 1) ( )k k
k w w    

（7）置 1k k  ，转 (3) ． ■ 
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11.5  条件随机场的预测算法  

条件随机场的预测问题是给定条件随机场 ( | )P Y X 和输入序列（观测序列）x ，

求条件概率最大的输出序列（标记序列） y，即对观测序列进行标注．条件随机

场的预测算法是著名的维特比算法（参阅本书 10.4 节）． 

由式 (11.19) 可得： 

arg max ( | )

exp( ( , ))
arg max

( )

arg max exp( ( , ))

arg max( ( , ))

w
y

y
w

y

y

y P y x

w F y x

Z x

w F y x

w F y x

 













 

于是，条件随机场的预测问题成为求非规范化概率最大的最优路径问题 

 max
y

( ( , ))w F y x  (11.52) 

这里，路径表示标记序列．其中， 
T

1 2

T
1 2

1
1

( , , , )

( , ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))

( , ) ( , , , ), 1,2, ,

K

K

n

k k i i
i

w w w w

F y x f y x f y x f y x

f y x f y y x i k K






 






 

注意，这时只需计算非规范化概率，而不必计算概率，可以大大提高效率．为了

求解最优路径，将式 (11.52) 写成如下形式： 

 max
y

  1
1

( , , )
n

i i i
i

w F y y x

   (11.53) 

其中， 
T

1 1 1 2 1 1( , , ) ( ( , , , ), ( , , , ), , ( , , , ))i i i i i i i K i iF y y x f y y x i f y y x i f y y x i      

是局部特征向量． 

下面叙述维特比算法．首先求出位置 1 的各个标记 1,2, ,j m  的非规范化

概率： 

 1 1 0 1( ) ( , , )j w F y start y j x    ， 1,2, ,j m    (11.54) 

一般地，由递推公式，求出到位置 i 的各个标记 1,2, ,l m  的非规范化概率的最

大值，同时记录非规范化概率最大值的路径 

 1 1
1

( ) max{ ( ) ( , , )}i i i i i
j m

l j w F y j y l x      
≤ ≤

， 1,2, ,l m   (11.55) 
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 1 1
1

( ) arg max{ ( ) ( , , )}i i i i i
j m

l j w F y j y l x      
≤ ≤

， 1,2, ,l m   (11.56) 

直到 i n 时终止．这时求得非规范化概率的最大值为 

 
1

max( ( , )) max ( )n
y j m

w F y x j
≤ ≤

 (11.57) 

及最优路径的终点 

 
1

arg max ( )n n
j m

y j 
≤ ≤

 (11.58) 

由此最优路径终点返回， 

 1 1( )i i iy y 
  ， 1, 2, ,1i n n     (11.59) 

求得最优路径 T
1 2( , , , )ny y y y     ． 

综上所述，得到条件随机场预测的维特比算法： 

算法 11.3（条件随机场预测的维特比算法） 

输入：模型特征向量 ( , )F y x 和权值向量 w，观测序列 1 2( , , , )nx x x x  ； 

输出：最优路径 1 2( , , , )ny y y y     ． 

（1）初始化 

1 1 0 1( ) ( , , )j w F y start y j x    ， 1,2, ,j m   

（2）递推．对 2,3, ,i n   

1 1
1

( ) max{ ( ) ( , , )}i i i i i
j m

l j w F y j y l x      
≤ ≤

， 1,2, ,l m   

1 1
1

( ) arg max{ ( ) ( , , )}i i i i i
j m

l j w F y j y l x      
≤ ≤

， 1,2, ,l m   

（3）终止 

1
max( ( , )) max ( )n

y j m
w F y x j

≤ ≤

 

 
1

arg max ( )n n
j m

y j 
≤ ≤

  

（4）返回路径 

1 1( )i i iy y 
  ， 1, 2, ,1i n n     

求得最优路径 1 2( , , , )ny y y y     ． ■ 

下面通过一个例子说明维特比算法． 

例 11.3  在例 11.1 中，用维特比算法求给定的输入序列（观测序列） x 对应

的最优输出序列（标记序列） 1 2 3( , , )y y y y    ． 
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解 特征函数及对应的权值均在例 11.1 中给出． 

现在利用维特比算法求最优路径问题： 
3

1
1

max ( , , )i i i
i

w F y y x

   

（1）初始化 

1 1 0 1( ) ( , , )j w F y start y j x    ， 1,2j   

1i  ， 1(1) 1  ， 1(2) 0.5  ． 

（2）递推 

2i    2 1 2( ) max{ ( ) ( , , )}
j

l j w F j l x     

  2 2 2 4 4(1) max{1 ,0.5 } 1.6t t      ， 2 (1) 1   

  2 1 1 2 2 2 2(2) max{1 ,0.5 } 2.5t s s        ， 2 (2) 1   

3i     3 2 3( ) max{ ( ) ( , , )}
j

l j w F j l x     

 3 5 5 3 3 3 3(1) max{1.6 ,2.5 } 4.3s t s        ， 3 (1) 2   

 3 1 1 4 4 5 5 4 4(2) max{1.6 ,2.5 } 3.2t s t s          ， 3 (2) 1   

（3）终止 

3 3max( ( , )) max ( ) (1) 4.3
y

w F y x l     

3 3arg max ( ) 1
l

y l    

（4）返回 

2 3 3 3( ) (1) 2y y      

1 2 2 2( ) (2) 1y y      

最优标记序列 

 1 2 3( , , ) (1,2,1)y y y y      ■ 

本 章 概 要 

1．概率无向图模型是由无向图表示的联合概率分布．无向图上的结点之间

的连接关系表示了联合分布的随机变量集合之间的条件独立性，即马尔可夫

性．因此，概率无向图模型也称为马尔可夫随机场． 

概率无向图模型或马尔可夫随机场的联合概率分布可以分解为无向图最大

团上的正值函数的乘积的形式． 
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2．条件随机场是给定输入随机变量 X 条件下，输出随机变量Y 的条件概率

分布模型，其形式为参数化的对数线性模型．条件随机场的最大特点是假设输出

变量之间的联合概率分布构成概率无向图模型，即马尔可夫随机场．条件随机场

是判别模型． 

3．线性链条件随机场是定义在观测序列与标记序列上的条件随机场．线性

链条件随机场一般表示为给定观测序列条件下的标记序列的条件概率分布，由参

数化的对数线性模型表示．模型包含特征及相应的权值，特征是定义在线性链的

边与结点上的．线性链条件随机场的数学表达式是 

1
, ,

1
( | ) exp ( , , , ) ( , , )

( ) k k i i l l i
i k i l

P y x t y y x i s y x i
Z x

 

 
  

 
   

其中， 

1
, ,

( ) exp ( , , , ) ( , , )k k i i l l i
y i k i l

Z x t y y x i s y x i 

 
  

 
    

4．线性链条件随机场的概率计算通常利用前向-后向算法． 

5．条件随机场的学习方法通常是极大似然估计方法或正则化的极大似然估

计，即在给定训练数据下，通过极大化训练数据的对数似然函数以估计模型参

数．具体的算法有改进的迭代尺度算法、梯度下降法、拟牛顿法等． 

6．线性链条件随机场的一个重要应用是标注．维特比算法是给定观测序列

求条件概率最大的标记序列的方法． 

继 续 阅 读 

关于概率无向图模型可以参阅文献[1, 2]．关于条件随机场可以参阅文献[3, 4]. 

在条件随机场提出之前已有最大熵马尔可夫模型等模型被提出[5]．条件随机场可

以看作是最大熵马尔可夫模型在标注问题上的推广．支持向量机模型也被推广到

标注问题上[6, 7]． 

习    题 

11.1  写出图 11.3 中无向图描述的概率图模型的因子分解式． 

11.2  证明 T T
1( ) ( ) ( )nZ x x x  1 1  ，其中1是元素均为 1 的m 维列向量． 

11.3  写出条件随机场模型学习的梯度下降法． 



第 11 章 条件随机场 210 

11.4  参考图 11.6 的状态路径图，假设随机矩阵 1( )M x ， 2 ( )M x ， 3 ( )M x ， 4 ( )M x

分别是  

1

0 0
( )

0.5 0.5
M x

 
  
 

， 2

0.3 0.7
( )

0.7 0.3
M x

 
  
 

 

3

0.5 0.5
( )

0.6 0.4
M x

 
  
 

， 4

0   1
( )

0   1
M x

 
  
 

     

求以 2start  为起点 2stop  为终点的所有路径的状态序列 y 的概率及概

率最大的状态序列． 
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第 12 章 统计学习方法总结 

本书共介绍了 10 种主要的统计学习方法：感知机、 k 近邻法、朴素贝叶斯

法、决策树、逻辑斯谛回归与最大熵模型、支持向量机、提升方法、EM 算法、隐

马尔可夫模型和条件随机场．这 10 种统计学习方法的特点概括总结在表 12.1 中． 

表 12.1 10 种统计学习方法特点的概括总结 

方法 适用问题 模型特点 模型类型 学习策略 
学习的损
失函数 

学习算法 

感知机 二类分类 分离超平面 判别模型 极小化误分点
到超平面距离

误 分 点 到
超 平 面 距
离 

随机梯度下降 

k 近邻法 多类分类，
回归 

特征空间，样
本点 

判别模型    

朴素贝叶斯
法 

多类分类 特征与类别
的联合概率
分布，条件独
立假设 

生成模型 极 大 似 然 估
计，极大后验
概率估计 

对 数 似 然
损失 

概率计算公式，
EM 算法 

决策树 多类分类，
回归 

分类树，回归
树 

判别模型 正则化的极大
似然估计 

对 数 似 然
损失 

特征选择，生
成，剪枝 

逻辑斯谛回
归与最大熵
模型 

多类分类 特征条件下
类别的条件
概率分布，对
数线形模型

判别模型 极 大 似 然 估
计，正则化的
极大似然估计

逻 辑 斯 谛
损失 

改进的迭代尺
度算法，梯度
下降，拟牛顿
法 

支持向量机 二类分类 分离超平面，
核技巧 

判别模型 极小化正则化
合页损失，软
间隔最大化 

合页损失 序列最小最优
化算法（SMO） 

提升方法 二类分类 弱分类器的
线性组合 

判别模型 极小化加法模
型的指数损失

指数损失 前向分步加法
算法 

EM 算法① 概率模型参
数估计 

含隐变量概
率模型 

 极 大 似 然 估
计，极大后验
概率估计 

对 数 似 然
损失 

迭代算法 

隐马尔可夫
模型 

标注 观测序列与
状态序列的
联合概率分
布模型 

生成模型 极大似然估计，
极大后验概率
估计 

对 数 似 然
损失 

概率计算公式，
EM 算法 

条件随机场 标注 状态序列条
件下观测序
列的条件概
率分布，对数
线性模型 

判别模型 极 大 似 然 估
计，正则化极
大似然估计 

对 数 似 然
损失 

改进的迭代尺
度算法，梯度
下降，拟牛顿
法 

                                                        
① EM 算法在这里有些特殊，它是个一般方法，不具有具体模型． 



第 12 章 统计学习方法总结 212 

下面对各种方法的特点及其关系进行简单的讨论． 

1．适用问题 

本书主要介绍监督学习方法．监督学习可以认为是学习一个模型，使它能对

给定的输入预测相应的输出．监督学习包括分类、标注、回归．本书主要考虑前

两者的学习方法．分类问题是从实例的特征向量到类标记的预测问题，标注问题

是从观测序列到标记序列（或状态序列）的预测问题．可以认为分类问题是标注

问题的特殊情况．分类问题中可能的预测结果是二类或多类．而标注问题中可能

的预测结果是所有的标记序列，其数目是指数级的． 

感知机、 k 近邻法、朴素贝叶斯法、决策树、逻辑斯谛回归与最大熵模型、

支持向量机、提升方法是分类方法．原始的感知机、支持向量机以及提升方法是

针对二类分类的，可以将它们扩展到多类分类．隐马尔可夫模型、条件随机场是

标注方法．EM 算法是含有隐变量的概率模型的一般学习算法，可以用于生成模

型的非监督学习． 

感知机、 k 近邻法、朴素贝叶斯法、决策树是简单的分类方法，具有模型直

观、方法简单、实现容易等特点．逻辑斯谛回归与最大熵模型、支持向量机、提

升方法是更复杂但更有效的分类方法，往往分类准确率更高．隐马尔可夫模型、

条件随机场是主要的标注方法．通常条件随机场的标注准确率更高． 

2．模型 

分类问题与标注问题的预测模型都可以认为是表示从输入空间到输出空间的

映射．它们可以写成条件概率分布 ( | )P Y X 或决策函数 ( )Y f X 的形式．前者表

示给定输入条件下输出的概率模型，后者表示输入到输出的非概率模型．有时，模

型更直接地表示为概率模型，或者非概率模型；但有时模型兼有两种解释． 

朴素贝叶斯法、隐马尔可夫模型是概率模型．感知机、 k 近邻法、支持向量

机、提升方法是非概率模型．而决策树、逻辑斯谛回归与最大熵模型、条件随机

场既可以看作是概率模型，又可以看作是非概率模型． 

直接学习条件概率分布 ( | )P Y X 或决策函数 ( )Y f X 的方法为判别方法，对

应的模型是判别模型．感知机、k 近邻法、决策树、逻辑斯谛回归与最大熵模型、

支持向量机、提升方法、条件随机场是判别方法．首先学习联合概率分布 ( , )P X Y ，

从而求得条件概率分布 ( | )P Y X 的方法是生成方法，对应的模型是生成模型．朴素

贝叶斯法、隐马尔可夫模型是生成方法．图 12.1 给出部分模型之间的关系。 

可以用非监督学习的方法学习生成模型．具体地，应用 EM 算法可以学习朴

素贝叶斯模型以及隐马尔可夫模型． 

决策树是定义在一般的特征空间上的，可以含有连续变量或离散变量．感知

机、支持向量机、 k 近邻法的特征空间是欧氏空间（更一般地，是希尔伯特空
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间）．提升方法的模型是弱分类器的线性组合，弱分类器的特征空间就是提升方

法模型的特征空间． 

感知机模型是线性模型，而逻辑斯谛回归与最大熵模型、条件随机场是对数

线性模型． k 近邻法、决策树、支持向量机（包含核函数）、提升方法使用的是

非线性模型． 

图 12.1 从生成与判别、分类与标注两个方面描述了几个统计学习方法之间的

关系． 

 
图 12.1  部分模型之间的关系 

3．学习策略 

在二类分类的监督学习中，支持向量机、逻辑斯谛回归与最大熵模型、提升

方法各自使用合页损失函数、逻辑斯谛损失函数、指数损失函数．3 种损失函数

分别写为 
 [1 ( )]yf x   (12.1) 

  log 1 exp( ( ))yf x   (12.2) 

 exp( ( ))yf x  (12.3) 

这 3 种损失函数都是 0-1 损失函数的上界，具有相似的形状，如图 12.2 所示．所以，

可以认为支持向量机、逻辑斯谛回归与最大熵模型、提升方法使用不同的代理损

失函数（surrogate loss function）表示分类的损失，定义经验风险或结构风险函数，

实现二类分类学习任务．学习的策略是优化以下结构风险函数： 

 min
f H

1

1
( , ( )) ( )

N

i i
i

L y f x J f
N




  (12.4) 

这里，第 1 项为经验风险（经验损失），第 2 项为正则化项， ( , ( ))L y f x 为损失函

数， ( )J f 为模型的复杂度， 0≥ 为系数． 

支持向量机用 2L 范数表示模型的复杂度．原始的逻辑斯谛回归与最大熵模型

没有正则化项，可以给它们加上 2L 范数正则化项．提升方法没有显式的正则化项，

通常通过早停止（early stopping）的方法达到正则化的效果． 
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图 12.2  0-1 损失函数、合页损失函数、逻辑斯谛损失函数、指数损失函数的关系 

以上二类分类的学习方法可以扩展到多类分类学习以及标注问题，比如标注

问题的条件随机场可以看作是分类问题的最大熵模型的推广． 

概率模型的学习可以形式化为极大似然估计或贝叶斯估计的极大后验概率

估计．这时，学习的策略是极小化对数似然损失或极小化正则化的对数似然损

失．对数似然损失可以写成 

log ( | )P y x  

极大后验概率估计时，正则化项是先验概率的负对数． 

决策树学习的策略是正则化的极大似然估计，损失函数是对数似然损失，正

则化项是决策树的复杂度． 

逻辑斯谛回归与最大熵模型、条件随机场的学习策略既可以看成是极大似然

估计（或正则化的极大似然估计），又可以看成是极小化逻辑斯谛损失（或正则

化的逻辑斯谛损失）． 

朴素贝叶斯模型、隐马尔可夫模型的非监督学习也是极大似然估计或极大后

验概率估计，但这时模型含有隐变量． 

4．学习算法 

统计学习的问题有了具体的形式以后，就变成了最优化问题．有时，最优化

问题比较简单，解析解存在，最优解可以由公式简单计算．但在多数情况下，最

优化问题没有解析解，需要用数值计算的方法或启发式的方法求解． 

朴素贝叶斯法与隐马尔可夫模型的监督学习，最优解即极大似然估计值，可

以由概率计算公式直接计算． 

感知机、逻辑斯谛回归与最大熵模型、条件随机场的学习利用梯度下降法、

拟牛顿法等．这些都是一般的无约束最优化问题的解法． 
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支持向量机学习，可以解凸二次规划的对偶问题．有序列最小最优化算法等

方法． 

决策树学习是基于启发式算法的典型例子．可以认为特征选择、生成、剪枝

是启发式地进行正则化的极大似然估计． 

提升方法利用学习的模型是加法模型、损失函数是指数损失函数的特点，启

发式地从前向后逐步学习模型，以达到逼近优化目标函数的目的． 

EM 算法是一种迭代的求解含隐变量概率模型参数的方法，它的收敛性可以

保证，但是不能保证收敛到全局最优． 

支持向量机学习、逻辑斯谛回归与最大熵模型学习、条件随机场学习是凸优

化问题，全局最优解保证存在．而其他学习问题则不是凸优化问题． 

 



附录 A  梯度下降法 

梯度下降法（gradient descent）或最速下降法（steepest descent）是求解无约

束最优化问题的一种最常用的方法，有实现简单的优点．梯度下降法是迭代算

法，每一步需要求解目标函数的梯度向量． 

假设 ( )f x 是 nR 上具有一阶连续偏导数的函数．要求解的无约束最优化问  

题是 

 min
nxR

( )f x  (A.1) 

x表示目标函数 ( )f x 的极小点．  

梯度下降法是一种迭代算法．选取适当的初值 (0)x ，不断迭代，更新 x的值，

进行目标函数的极小化，直到收敛．由于负梯度方向是使函数值下降最快的方向，

在迭代的每一步，以负梯度方向更新 x的值，从而达到减少函数值的目的． 

由于 ( )f x 具有一阶连续偏导数，若第 k 次迭代值为 ( )kx ，则可将 ( )f x 在 ( )kx 附

近进行一阶泰勒展开： 

 ( ) T ( )( ) ( ) ( )k k
kf x f x g x x    (A.2) 

这里， ( ) ( )( ) ( )k k
kg g x f x   为 ( )f x 在 ( )kx 的梯度． 

求出第 1k  次迭代值 ( 1)kx  ： 

 ( 1) ( )k k
k kx x p    (A.3) 

其中， kp 是搜索方向，取负梯度方向 ( )( )k
kp f x  ， k 是步长，由一维搜索确

定，即 k 使得 

 ( ) ( )

0
( ) min ( )k k

k k kf x p f x p


   
≥

 (A.4) 

梯度下降法算法如下： 

算法 A.1（梯度下降法） 

输入：目标函数 ( )f x ，梯度函数 ( ) ( )g x f x  ，计算精度 ； 

输出： ( )f x 的极小点 x． 

（1）取初始值 (0) nx R ，置 0k   

（2）计算 ( )( )kf x  

（3）计算梯度 ( )( )k
kg g x ，当 kg  时，停止迭代，令 ( )kx x  ；否则，

令 ( )( )k
kp g x  ，求 k ，使 
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( ) ( )

0
( ) min ( )k k

k k kf x p f x p


   
≥

 

（4）置 ( 1) ( )k k
k kx x p   ，计算 ( 1)( )kf x   

当 ( 1) ( )( ) ( )k kf x f x    或 ( 1) ( )k kx x    时，停止迭代，令 ( 1)kx x   

（5）否则，置 1k k  ，转 (3) ． ■ 

当目标函数是凸函数时，梯度下降法的解是全局最优解．一般情况下，其解

不保证是全局最优解．梯度下降法的收敛速度也未必是很快的．



 

附录 B  牛顿法和拟牛顿法 

牛顿法（Newton method）和拟牛顿法（quasi Newton method）也是求解无约

束最优化问题的常用方法，有收敛速度快的优点．牛顿法是迭代算法，每一步需

要求解目标函数的海赛矩阵的逆矩阵，计算比较复杂．拟牛顿法通过正定矩阵近

似海赛矩阵的逆矩阵或海赛矩阵，简化了这一计算过程． 

1．牛顿法 

考虑无约束最优化问题 
 min

nxR
( )f x  (B.1) 

其中 x为目标函数的极小点． 

假设 ( )f x 具有二阶连续偏导数，若第 k 次迭代值为 ( )kx ，则可将 ( )f x 在 ( )kx  

附近进行二阶泰勒展开： 

 ( ) T ( ) ( ) T ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
k k k k k

kf x f x g x x x x H x x x       (B.2) 

这里， ( ) ( )( ) ( )k k
kg g x f x   是 ( )f x 的梯度向量在点 ( )kx 的值， ( )( )kH x 是 ( )f x 的

海赛矩阵（Hesse matrix） 

 
2

( )
i j n n

f
H x

x x


 
  

   
 (B.3) 

在点 ( )kx 的值．函数 ( )f x 有极值的必要条件是在极值点处一阶导数为 0，即梯度

向量为 0．特别是当 ( )( )kH x 是正定矩阵时，函数 ( )f x 的极值为极小值． 

牛顿法利用极小点的必要条件 
 ( ) 0f x   (B.4) 

每次迭代中从点 ( )kx 开始，求目标函数的极小点，作为第 1k  次迭代值 ( 1)kx  ．具

体地，假设 ( 1)kx  满足： 

 ( 1)( ) 0kf x    (B.5) 

由式 (B.2) 有 

 ( )( ) ( )k
k kf x g H x x     (B.6) 

其中 ( )( )k
kH H x ．这样，式 (B.5) 成为 

 ( 1) ( )( ) 0k k
k kg H x x    (B.7) 
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因此， 

 ( 1) ( ) 1k k
k kx x H g    (B.8) 

或者 

 ( 1) ( )k k
kx x p    (B.9) 

其中， 

 k k kH p g   (B.10) 

用式 (B.8) 作为迭代公式的算法就是牛顿法． 

算法 B.1（牛顿法） 

输入：目标函数 ( )f x ，梯度 ( ) ( )g x f x  ，海赛矩阵 ( )H x ，精度要求 ； 

输出： ( )f x 的极小点 x． 

（1）取初始点 (0)x ，置 0k   

（2）计算 ( )( )k
kg g x  

（3）若 || ||kg  ，则停止计算，得近似解 ( )kx x   

（4）计算 ( )( )k
kH H x ，并求 kp  

k k kH p g   

（5）置 ( 1) ( )k k
kx x p    

（6）置 1k k  ，转（2）． ■ 

步骤（4）求 kp ， 1
k k kp H g  ，要求 1

kH  ，计算比较复杂，所以有其他改进

的方法． 

2．拟牛顿法的思路 

在牛顿法的迭代中，需要计算海赛矩阵的逆矩阵 1H  ，这一计算比较复杂，考

虑用一个 n阶矩阵 ( )( )k
kG G x 来近似代替 1 1 ( )( )k

kH H x  ．这就是拟牛顿法的基

本想法． 

先看牛顿法迭代中海赛矩阵 kH 满足的条件．首先， kH 满足以下关系．在   

式 (B.6) 中取 ( 1)kx x  ，即得 

 ( 1) ( )
1 ( )k k

k k kg g H x x
     (B.11) 

记 1k k ky g g  ， ( 1) ( )k k
k x x   ，则 

 k k ky H   (B.12) 

或 

 1
k k kH y    (B.13) 
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式 (B.12) 或式 (B.13) 称为拟牛顿条件． 

如果 kH 是正定的（ 1
kH  也是正定的），那么可以保证牛顿法搜索方向 kp 是下

降方向．这是因为搜索方向是 k kp g  ，由式 (B.8) 有 

 ( ) ( ) 1k k
k k kx x p x H g       (B.14) 

所以 ( )f x 在 ( )kx 的泰勒展开式 (B.2) 可以近似写成： 

 ( ) T 1( ) ( )k
k k kf x f x g H g    (B.15) 

因 1
kH  正定，故有 T 1 0k k kg H g  ．当为一个充分小的正数时，总有 ( )( ) ( )kf x f x ，

也就是说 kp 是下降方向． 

拟牛顿法将 kG 作为 1
kH  的近似，要求矩阵 kG 满足同样的条件．首先，每次

迭代矩阵 kG 是正定的．同时， kG 满足下面的拟牛顿条件： 

 1k k kG y    (B.16) 

按照拟牛顿条件选择 kG 作为 1
kH  的近似或选择 kB 作为 kH 的近似的算法称

为拟牛顿法． 

按照拟牛顿条件，在每次迭代中可以选择更新矩阵 1kG  ： 

 1k k kG G G     (B.17) 

这种选择有一定的灵活性，因此有多种具体实现方法．下面介绍 Broyden 类拟牛

顿法． 

3．DFP（Davidon-Fletcher-Powell）算法（DFP algorithm） 

DFP 算法选择 1kG  的方法是，假设每一步迭代中矩阵 1kG  是由 kG 加上两个附

加项构成的，即 

 1k k k kG G P Q     (B.18) 

其中 kP ， kQ 是待定矩阵．这时， 

 1k k k k k k k kG y G y P y Q y     (B.19) 

为使 1kG  满足拟牛顿条件，可使 kP 和 kQ 满足： 

 k k kP y   (B.20) 

 k k k kQ y G y   (B.21) 

事实上，不难找出这样的 kP 和 kQ ，例如取 
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T

T
k k

k
k k

P
y

 


  (B.22) 

 
T

T
k k k k

k
k k k

G y y G
Q

y G y
   (B.23) 

这样就可得到矩阵 1kG  的迭代公式： 

 
T T

1 T T
k k k k k k

k k
k k k k k

G y y G
G G

y y G y

 
     (B.24) 

称为 DFP 算法． 

可以证明，如果初始矩阵 0G 是正定的，则迭代过程中的每个矩阵 kG 都是正

定的． 

DFP 算法如下： 

算法 B.2（DFP 算法） 

输入：目标函数 ( )f x ，梯度 ( ) ( )g x f x  ，精度要求 ； 

输出： ( )f x 的极小点 x． 

（1）选定初始点 (0)x ，取 0G 为正定对称矩阵，置 0k   

（2）计算 ( )( )k
kg g x ．若 || ||kg  ，则停止计算，得近似解 ( )kx x  ；否则

转 (3) 

（3）置 k k kp G g   

（4）一维搜索：求 k 使得 

( ) ( )

0
( ) min ( )k k

k k kf x p f x p


   
≥

 

（5）置 ( 1) ( )k k
k kx x p    

（6）计算 ( 1)
1 ( )k

kg g x 
  ，若 1|| ||kg   ，则停止计算，得近似解 ( 1)kx x  ；

否则，按式 (B.23) 算出 1kG   

（7）置 1k k  ，转 (3) ． ■ 

4．BFGS（Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno）算法（BFGS algorithm） 

BFGS 算法是最流行的拟牛顿算法． 

可以考虑用 kG 逼近海赛矩阵的逆矩阵 1H  ，也可以考虑用 kB 逼近海赛矩阵H． 
这时，相应的拟牛顿条件是 

 1k k kB y   (B.25) 

可以用同样的方法得到另一迭代公式．首先令 

 1k k k kB B P Q     (B.26) 
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 1k k k k k k k kB B P Q        (B.27) 

考虑使 kP 和 kQ 满足： 

 k k kP y   (B.28) 

 k k k kQ B    (B.29) 

找出适合条件的 kP 和 kQ ，得到 BFGS 算法矩阵 1kB  的迭代公式： 

 
T T

1 T T
k k k k k k

k k
k k k k k

y y B B
B B

y B

 
       (B.30) 

可以证明，如果初始矩阵 0B 是正定的，则迭代过程中的每个矩阵 kB 都是正

定的． 

下面写出 BFGS 拟牛顿算法． 

算法 B.3（BFGS 算法） 

输入：目标函数 ( )f x ， ( ) ( )g x f x  ，精度要求 ； 

输出： ( )f x 的极小点 x． 

（1）选定初始点 (0)x ，取 0B 为正定对称矩阵，置 0k   

（2）计算 ( )( )k
kg g x ．若 || ||kg  ，则停止计算，得近似解 ( )kx x  ；否则

转 (3) 

（3）由 k k kB p g  求出 kp  

（4）一维搜索：求 k 使得 

( ) ( )

0
( ) min ( )k k

k k kf x p f x p


   
≥

 

（5）置 ( 1) ( )k k
k kx x p    

（6）计算 ( 1)
1 ( )k

kg g x 
  ，若 1|| ||kg   ，则停止计算，得近似解 ( 1)kx x  ；

否则，按式 (B.30) 算出 1kB   

（7）置 1k k  ，转 (3)． ■ 

5．Broyden 类算法（Broyden’s algorithm） 

我们可以从BFGS算法矩阵 kB 的迭代公式 (B.30) 得到BFGS算法关于 kG 的迭

代公式．事实上，若记 1
k kG B ， 1

1 1k kG B
  ，那么对式 (B.30) 两次应用 Sherman- 

Morrison 公式①即得 

                                                        
① Sherman-Morrison 公式：假设Ａ是 n 阶可逆矩阵，u, v 是 n 维向量，且 TA uv 也是可逆矩阵，则 

T 1( )A uv    
1 T 1

1
T 11

A uv A
A

v A u

 




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TT T T

1 T T T
k k k k k k

k k
k k k k k k

y y
G I G I

y y y

   
  

   
      
   

 (B.31) 

称为 BFGS 算法关于 kG 的迭代公式． 

由 DFP 算法 kG 的迭代公式 (B.23) 得到的 1kG  记作 DFPG ，由 BFGS 算法 kG 的

迭代公式 (B.31) 得到的 1kG  记作 BFGSG ，它们都满足方程拟牛顿条件式，所以它

们的线性组合 

 DFP BFGS
1 (1 )kG G G      (B.32) 

也满足拟牛顿条件式，而且是正定的．其中 0 1≤ ≤ ．这样就得到了一类拟牛顿

法，称为 Broyden 类算法． 



 

附录 C  拉格朗日对偶性 

在约束最优化问题中，常常利用拉格朗日对偶性（Lagrange duality）将原始

问题转换为对偶问题，通过解对偶问题而得到原始问题的解．该方法应用在许多

统计学习方法中，例如，最大熵模型与支持向量机．这里简要叙述拉格朗日对偶

性的主要概念和结果． 

1．原始问题 

假设 ( )f x ， ( )ic x ， ( )jh x 是定义在 nR 上的连续可微函数．考虑约束最优化问题 

min
nxR

( )f x   (C.1) 

 s.t.  ( ) 0ic x ≤ ， 1,2, ,i k   (C.2) 

( ) 0jh x  ， 1,2, ,j l   (C.3) 

称此约束最优化问题为原始最优化问题或原始问题． 

首先，引进广义拉格朗日函数（generalized Lagrange function） 

 
1 1

( , , ) ( ) ( ) ( )
k l

i i j j
i j

L x f x c x h x   
 

     (C.4) 

这里， (1) (2) ( ) T( , , , )n nx x x x R ， i , j 是拉格朗日乘子， 0i ≥ ．考虑 x的函数： 

 
, : 0

( ) max ( , , )
i

P x L x
  

  
≥

 (C.5) 

这里，下标 P 表示原始问题． 

假设给定某个 x ．如果 x 违反原始问题的约束条件，即存在某个 i 使得

( ) 0ic w  或者存在某个 j 使得 ( ) 0jh w  ，那么就有 

 
, : 0

1 1

( ) max ( ) ( ) ( )
i

k l

P i i j j
i j

x f x c x h x
  

  
 

 
   

 
 

≥

   (C.6) 

因为若某个 i 使约束 ( ) 0ic x  ，则可令 i  ，若某个 j 使 ( ) 0jh x  ，则可令 j
使 ( )j jh x  ，而将其余各 i ， j 均取为 0． 

相反地，如果 x满足约束条件式 (C.2) 和式 (C.3) ，则由式 (C.5) 和式 (C.4) 可

知， ( ) ( )P x f x  ．因此， 
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( ),

( )
,P

f x x
x  

满足原始问题约束

其他
 (C.7) 

所以如果考虑极小化问题 

 
, : 0

min ( ) min max ( , , )
i

Px x
x L x

  
  

≥

 (C.8) 

它是与原始最优化问题  (C.1) ～  (C.3) 等价的，即它们有相同的解．问题

, : 0
min max ( , , )

ix
L x

  
 

≥

称为广义拉格朗日函数的极小极大问题．这样一来，就把原

始最优化问题表示为广义拉格朗日函数的极小极大问题．为了方便，定义原始问

题的最优值 

 min ( )P
x

p x   (C.9) 

称为原始问题的值． 

2．对偶问题 

定义 

 ( , ) min ( , , )D
x

L x      (C.10) 

再考虑极大化 ( , ) min ( , , )D x
L x     ，即 

 
, : 0 , : 0
max ( , ) max min ( , , )

i i
D x

L x
     

    
≥ ≥

 (C.11) 

问题
, : 0
max min ( , , )

i x
L x

  
 

≥

称为广义拉格朗日函数的极大极小问题． 

可以将广义拉格朗日函数的极大极小问题表示为约束最优化问题： 

 
, ,

max ( , ) max min ( , , )D x
L x

   
      (C.12) 

s.t.  0i ≥ ， 1,2, ,i k   (C.13) 

称为原始问题的对偶问题．定义对偶问题的最优值 

 
, : 0
max ( , )

i
Dd

  
   

≥

 (C.14) 

称为对偶问题的值． 

3．原始问题和对偶问题的关系 

下面讨论原始问题和对偶问题的关系． 
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定理 C.1 若原始问题和对偶问题都有最优值，则 

 
, : 0 , : 0
max min ( , , ) min max ( , , )

i ix x
d L x L x p

     
     

≥ ≥
≤  (C.15) 

证明 由式 (C.12) 和式 (C.5) ，对任意的 ,  和 x，有 

 ( , ) min ( , , ) ( , , )D
x

L x L x       ≤
, : 0
max ( , , ) ( )

i
PL x x

  
  

≥
≤  (C.16) 

即 
 ( , ) ( )D P x   ≤  (C.17) 

由于原始问题和对偶问题均有最优值，所以， 

 
, : 0
max ( , ) min ( )

i
D Px

x
  

   
≥

≤  (C.18) 

即 

 
, : 0 , : 0
max min ( , , ) min max ( , , )

i ix x
d L x L x p

     
     

≥ ≥
≤  (C.19) 

■ 

推论 C.1  设 x和 ,  分别是原始问题 (C.1) ～ (C.3) 和对偶问题 (C.12) ～

(C.13) 的可行解，并且 d p  ，则 x和 ,   分别是原始问题和对偶问题的最  

优解． 

在某些条件下，原始问题和对偶问题的最优值相等，d p  ．这时可以用解

对偶问题替代解原始问题．下面以定理的形式叙述有关的重要结论而不予证明． 

定理 C.2 考虑原始问题 (C.1) ～ (C.3) 和对偶问题 (C.12) ～ (C.13) ．假设函

数 ( )f x 和 ( )ic x 是凸函数， ( )jh x 是仿射函数；并且假设不等式约束 ( )ic x 是严格

可行的，即存在 x ，对所有 i 有 ( ) 0ic x  ，则存在 , ,x    ，使 x是原始问题的

解， ,  是对偶问题的解，并且 

 ( , , )p d L x          (C.20) 

定理 C.3 对原始问题 (C.1) ～ (C.3) 和对偶问题 (C.12) ～ (C.13) ，假设函数

( )f x 和 ( )ic x 是凸函数， ( )jh x 是仿射函数，并且不等式约束 ( )ic x 是严格可行的，

则 x和 ,   分别是原始问题和对偶问题的解的充分必要条件是 , ,x     满足

下面的 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件： 

 * * *( , , ) 0x L x     (C.21) 

 * * *( , , ) 0L x     (C.22) 

 * * *( , , ) 0L x      (C.23) 
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 ( ) 0i ic x   ,  1,2, ,i k   (C.24) 

 ( ) 0ic x
≤ ,  1,2, ,i k   (C.25) 

 0i

≥ ,  1, 2, ,i k   (C.26) 

 *( ) 0jh x    1,2, ,j l   (C.27) 

特别指出，式 (C.24) 称为 KKT 的对偶互补条件．由此条件可知：若 0i
  ，

则 ( ) 0ic x  ． 
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